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Sažetak
Motivaciju za izradu ovog diplomskog rada predstavljaju oscilacije neutrina
u nuklearnim reaktorima. U tu svrhu potrebno je dobro poznavanje spektra
antineutrina. Princip rada nuklearnih reaktora se temelji na fisiji, a “gorivo”
cˇine cˇetiri atoma: 235U, 238U, 239Pu i 241Pu. Naime, prilikom fisije se stvaraju
produkti cˇiji raspon seže od jezgara u dolini β-stabilnosti do vrlo nestabilnih
jezgara bogatih neutronima. Upravo te nestabilne jezgre svojim β-raspadom
proizvode elektrone i antineutrine. Buduc´i da je vec´ina dobivenih jezgara
veoma egzoticˇna – nije ih moguc´e istraživati postojec´im eksperimentalnim
pogonima. Stoga je nužno okrenuti se teorijskom opisu nuklearne strukture.
Konkretno, cilj ovog rada je koristiti mikroskopski model nuklearne strukture
koji se bazira na relativisticˇkom nuklearnom funkcionalu gustoc´e te pomoc´u
njega reproducirati eksperimentalni spektar elektrona i tako odrediti spektar
antineutrina. Zahvaljujuc´i tom pristupu, iz dobivenih rezultata se još može
procijeniti i udio doprinosa zabranjenih prijelaza u ukupnim spektrima, što
nije bio slucˇaj kod dosadašnjih postupaka koji su se oslanjali na pretvorbu
mjerenog spektra elektrona u spektar antineutrina.
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1 Uvod
Atomska jezgra je kompleksni mezoskopski objekt koji se sastoji od nukleona (tj.
protona i neutrona), a koji su i sami složeni QCD1 objekti sastavljeni od kvarkova
i gluona. Buduc´i da su energijske skale tih stupnjeva slobode dovoljno razdvojene,
nukleoni se smatraju tocˇkastim cˇesticama vezanim jakom nuklearnom silom. Odlika
mezoskopnosti podrazumijeva da nukleona ima previše za direktnu nukleon-nukleon
i trocˇesticˇnu interakciju (izuzetak su vrlo lake jezgre s A < 10), dok ih nema dovoljno
mnnogo za primjenu metoda beskonacˇnih sustava [1]. Jedina potpuno konzistentna
teorija kvantno-mehanicˇkog i relativisticˇkog sustava konacˇnog broja vezanih cˇestica
je relativisticˇka kvantna teorija polja koja se temelji na lokalnoj, Lorentz-invarijantnoj
gustoc´i lagranžijana. Generalizirane koordinate u nuklearnom problemu su hadroni
(barioni i mezoni), zato je teorija poznata kao kvantna hadrodinamika (QHD2) [2].
Uzme li se sve u obzir, iznenad¯uje cˇinjenica da se brojna svojstva jezgara mogu
objasniti nukleonima koji neovisno popunjavaju orbitale jednocˇesticˇnog potencijala.
Eksperimentalno se pokazalo da je slobodni put vec´i za vezane nukleone što znacˇi
da je interakcija jako renormalizirana utjecajima medija – okolni nukleoni zasjenjuju
direktne sudare. Najocˇitija potvrda tih efekata je postojanje ljuski i magiˇcnih brojeva.
Modeli ljusaka (SM3) koriste realisticˇne interakcije i ukljucˇuju razlicˇite korelacije [3].
Prednost im je primjenjivost neovisno o parnosti jezgre, a nedostatak neprakticˇnost
za teške jezgre. Taj uspjeh opravdava sliku jezgre kao skupa nukleona koji se gibaju
u srednjem polju nastalom njihovim zajednicˇkim djelovanjem. Samosuglasni modeli
srednjeg polja koriste efektivne interakcije i primjenjivi su na proizvoljno teške jezgre.
Upravo su teške jezgre bogate neutronima odgovorne za proizvodnju antineutrina
u nuklearnim reaktorima putem β− raspada u sklopu kojeg dolazi do prijelaza jednog
neutrona u proton. Mjera za vjerojatnost prijelaza je dana matricˇnim elementom koji
se izvodi iz Fermijevog zlatnog pravila, a na temelju cˇijeg razvoja u red se izdvajaju
dozvoljeni i zabranjeni prijelazi. Detekcija antineutrina se odvija putem inverznog
β raspada pri kojem dolazi do njegovog uhvata protonom, a za što je udarni presjek
izvanredno mali [4]. Baš je u tome srž problema jer se spektri antineutrina, za razliku
od elektronskih, ne mogu mjeriti direktno, pa su razvijene razlicˇite pomoc´ne metode.
Poboljšanje preciznosti spektra antineutrina iz nuklearnih reaktora je motivirano
novom generacijom eksperimenata: Double CHOOZ [5] (Francuska), Daya Bay [6]
(Kina) i RENO [7] (J. Koreja) koji su, još nevid¯enom osjetljivošc´u pokazali odstupanje
od ocˇekivanih vrijednosti. Zasad u planu nema fundamentalnih istraživanja koja bi se
bavila novom oscilacijskom fizikom [8]. Kompaktni detektori antineutrina služe kao
IAEA4 sigurnosni alat u programu suzbijanja nuklearnog naoružanja koji se provodi
na svjetskoj razini, a takod¯er bi imali dobrobiti od tocˇnijeg opisa spektra antineutrina.
1eng. QCD = Quantuum Choromodynamics
2eng. QHD = Quantum Hadrodynamics
3eng. SM = Shell Model
4eng. IAEA = International Atomic Energy Agency
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Nuklearni reaktori su izvori najintenzivnijih tokova antineutrina pod kontrolom
cˇovjeka. Nestabilne jezgre nastale fisijom goriva (235,238U i 239,241Pu) putem lanca β−
raspada postižu izotopsko stanje u dolini β-stabilnosti pri cˇemu prosjecˇno generiraju
6 antineutrina. Ta svojstva se iskorištavaju u eksperimentima neutrinskih oscilacija5
usmjerenim na odred¯ivanje posljednjeg nepoznatog kuta neutrinskog miješanja θ13
[9]. Vrijednost tog parametra bi mogla odrediti buduc´i trend fizike neutrina, posebno
potragu za narušavanjima nabojne konjugacije i pariteta (CP6) u leptonskom sektoru.
Prvotno se spektar antineutrina odred¯ivao pretvorbom izmjerenog elektronskog
spektra tako da se svaki spektar prilagod¯avao pomoc´u skupa virtualnih β grana [10].
Nedostatak je bila znatna nepouzdanost oblika dobivenog spektra. Kako su podaci o
mnogobrojnim β granama postali sve dostupniji, razvile su se ab initio metode kojima
se spektar racˇuna kao suma spektara svih fisijskih produkata otežanih kumulativnim
faktorima. Nažalost, nuklearne baze podataka, kolikogod ogromne, još nisu dostatne
za precizne rezultate, ali su potakle hibridnu metodu kojom se izmjereni elektronski
spektri i dalje prilagod¯avaju, ali pomoc´u skupa realisticˇnih β grana. Tako poboljšani
spektri imaju povec´ane srednje vrijednosti toka za ≈ 3%, tzv. anomalija reaktorskih
antineutrina [8]. Ishod su nezavisno potvrdili spomenuti eksperimenti [5], [6] i [7].
Anomalija bi mogla biti od iznimne važnosti, ukoliko bi se manjak detektiranog
toka antineutrina mogao pripisati oscilacijama standardnih neutrina (elektronski,
muonski i taonski) u tzv. “sterilni” neutrino mase oko 1 eV koji ne bi nosio ni slabi
nuklearni naboj što bi objasnilo zašto ne podliježe detekciji, ali van okvira postojec´e
fizike [8]. Ni ispitivanje efekata raznih korekcija na spektre nije polucˇilo uspjeh [11].
Pritom su se razmotrili samo dozvoljeni raspadi, ali vec´ jednostavnim ukljucˇivanjem
prvo-zabranjenih raspada se dobije velicˇina koja se da usporediti s anomalijom [12].
Na tragu tih indicija, u ovom radu se ispituju efekti realisticˇnih prvo-zabranjenih
raspada i glavnih korekcija u sklopu racˇuna mikroskopske nuklearne strukture. U tu
svrhu se uspored¯uju spektri pojednih prijelaza i snage pojedinih korekcija. Vec´ se na
spektru jezgre uocˇavaju efekti ukljucˇivanja korekcija, a pogotovo prvo-zabranjenih
prijelaza, što se potvrd¯uje i na razini kumulativnih spektara svih fisijskih izotopa. Na
razlicˇitim energijama se analiziraju vodec´i doprinosi s ciljem usmjeravanja mjerenja
na te izotope. Znacˇaj ovog rada leži u cˇinjenici da je u cijelosti teorijsko istraživanje.
U drugom poglavlju se razrad¯uje slika sferne jezgre u osnovnom stanju pomoc´u
relativisticˇke teorije srednjeg polja koja se u okvirima kovarijantne teorije funkcionala
energije generalizira na relativisticˇki Hartree-Bogoljubov model. U trec´em poglavlju
se razvija relativisticˇka kvazicˇesticˇna aproksimacija slucˇajnih faza koja u limesu malih
oscilacija opisuje kolektivna pobud¯enja te se racˇunaju vremena poluživota β raspada.
Rezultati su izloženi i raspravljani u cˇetvrtom, a zakljucˇak slijedi u petom poglavlju7.
5Neutrinske oscilacije su kvantno-mehanicˇki fenomen miješanja leptonskih okusa što implicira da
neutrino ima masu razlicˇitu od nule i time se kosi sa standardnim modelom elementarnih cˇestica. Iako
se stvara s odred¯enim okusom, isti se periodicˇki mijenja. Eksperimentalno je potvrd¯eno 2013. godine.
6eng. CP = Charge Parity
7Vektori u koordinatnom prostoru se oznacˇavaju podebljanim slovima, a u izospinskom strelicama.
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2 Relativisticˇka teorija srednjeg polja
Relativisticˇka teorija srednjeg polja (RMFT8) definira atomsku jezgu kao kvantni
sustav u kojem su nukleoni opisani kao Diracove cˇestice koje med¯udjeluju izmjenom
virtualnih mezona i elektromagnetskog polja. Kako je u uvodu objašnjeno, pritom
se zanemaruje njihova podstruktura. Konkretno, za prvi stupanj slobode modela se
uzimaju slobodni nukleoni mase m kao Diracovi spinori ψ. Elektromagnetsko polje
je ukljucˇeno jer su protoni nabijene cˇestice, pa se tim putem odvija njihovo kulonsko
med¯udjelovanje [13]. Tako, kao drugi stupanj slobode, u model ulazi vektorsko polje
γ fotona koje karakterizira mγ = 0 i JΠ = 1−.
Kod mezona, od interesa su kvantna obilježja: spin (J), izospin (T ) i paritet (Π).
U interakciji dominiraju mezoni s najnižim vrijednostima J i T te se s obzirom na to
klasificiraju kao skalarni (J = 0) ili vektorski (J = 1), odnosno izoskalarni (T = 0)
ili izovektorski (T = 1) mezoni. U prirodi nije opaženo narušavanje pariteta, stoga
je potrebno zadržati samo ona polja koja cˇuvaju paritetnu simetriju, a to su mezoni
koji imaju paritet Π = (−1)J . Model je namijenjen proucˇavanju parno-parnih jezgara
koje uvijek imaju pozitivno osnovno stanje što znacˇi da polje negativnog pariteta ne
može dosprinositi te opravdava iskljucˇivanje piona, iako je to polje u mikroskopskoj
slici zaslužno za dio dugodosežne nuklearne interakcije (r > 2 fm) [14].
mezon (JΠ, T ) polje napomena
3 σ (0+, 0) izoskalarno skalarno srednjedosežno privlacˇenje
3 ω (1−, 0) izoskalarno vektorsko kratkodosežno odbijanje
3 ρ (1−, 1) izovektorsko vektorsko izospinski dio nuklearne sile
7 δ (0+, 1) izovektorsko skalarno ne poboljšava model
7 pi (0−, 1) izovektorsko skalarno neodgovarajuc´i paritet
Tablica 2.1: Potencijalni kandidati za mezonske stupnjeve slobode
Minimalni skup cˇine mezonska polja naznacˇena u tablici (2.1). Dakle, radi se o tzv.
jednostavnom (σ, ω, ρ, γ) modelu.
Ekvivalentnu metodu za rješavanje nuklearnog problema više tijela omoguc´ava
kovarijantna teorija funkcionala gustoc´e (DFT9) na nacˇin da se zanemare potencijali
korelacije lokalne izmjene. Kohn-Shamov pristup minimizacije funkcionala energije
se koristi za odred¯ivanje egzaktnog osnovnog stanja nuklearnog sustava. Funkcional
energije opisuje dinamiku nuklearnog sustava, a izvodi se iz efektivnog lagranžijana.
Teorija je fenomenološka – u sklopu lagranžijana se pojavljuju efektivni parametri
(mase mezona i konstante njihovih vezanja na nukleone) koji se prilagod¯avaju tako
da reproduciraju globalna svojstva nuklearne materije te nekoliko konacˇnih jezgara u
njihovom osnovnom stanju. Jednom kada se slobodni parametri pravilno prilagode,
model se na kvantitativnoj razini može koristiti i za razlicˇite tipove pobud¯enja [15].
8eng. RMFT = Relativistic Mean-Field Theory
9eng. DFT = Density Functional Theory
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2.1 Relativisticˇka gustoc´a lagranžijana
Modeli koji se temelje na RMFT postižu pouzdanost usporedivu s nerelativisticˇkim
Hartree-Fock-Bogoljubovim okvirom koji se pak temelji na efektivnim interakcijama
Skyrme i Gogny. Jezgra se opisuje pomoc´u polja slobodnih nukleona, mezona i fotona
te interakcije u vidu vezanja mezona na nukleone, a fotona na protone. Izvor mezona
je gustoc´a nukleona koja vezuje valne jednadžbe i cˇini sustav samosuglasnim [1].
Dinamiku sustava definira gustoc´a efektivnog lagranžijana [16]:
L = LN cˇlan slobodnih nukleona
+ Lφ cˇlan slobodnih mezona i fotona
+ Lint cˇlanovi interakcije nukleon-mezon i proton-foton
(2.1)
Nadalje se raspisuje svaki cˇlan zasebno, pocˇevši s lagranžijanom slobodnih nukleona:
LN = ψ¯(iγµ∂µ −m)ψ. (2.2)
ψ(x) su Diracovi spinori za nukleone mase m, a γµ kovarijantne cˇetveromatrice10.
Drugi cˇlan efektivnog lagranžijana je lagranžijan slobodnih mezona i fotona:
Lφ = 12
(
∂µσ∂
µσ −m2σσ2
)
cˇlan σ mezona
− 1
2
(
1
2
ΩµνΩ
µν −m2ωωµωµ
)
cˇlan ω mezona
− 1
2
(
1
2
~Rµν ~R
µν −m2ρ~ρµ~ρµ
)
cˇlan ρ mezona
− 1
2
FµνF
µν cˇlan γ fotona
(2.3)
gdje su mσ, mω, mρ mase mezona, a σ(x), ωµ(x), ~ρµ(x) polja mezona i Aµ(x) polje
fotona, dok tenzorska polja Ωµν , ~Rµν i Fµν potjecˇu od vektorskih mezona i fotona:
Ωµν = ∂µων − ∂νωµ tenzor ω mezona, (2.4)
~Rµν = ∂µ~ρν − ∂ν~ρµ tenzor ρ mezona, (2.5)
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ tenzor γ fotona. (2.6)
Trec´i cˇlan je lagranžijan interakcije mezona i nukleona te fotona i protona:
Lint = −
∑
φ
ψ¯Γφφψ, (2.7)
gdje φ oznacˇava razlicˇite mezone i njihove vrhove Γφ.
10Cˇetveromatrice u kovarijantnom zapisu γµ = (γ0,γ) glase:
γ0 =
(
1 0
0 −1
)
i γ =
(
0 τ
−τ 0
)
,
pri cˇemu su τ = τxxˆ+ τyyˆ + τz zˆ Paulijeve matrice (hermitske i unitarne) spina 12 :
τx =
(
0 1
1 0
)
, τy =
(
0 −i
i 0
)
, τz =
(
1 0
0 −1
)
.
4
Za minimalno vezanje vrijedi:
Lint =− ψ¯Γσσψ cˇlan σ mezona
− ψ¯Γωωψ cˇlan ω mezona
− ψ¯~Γρ~ρψ cˇlan ρ mezona
− ψ¯ΓeAψ cˇlan γ fotona
(2.8)
pri cˇemu su vrhovi interakcije:
Γσ = gσ vrh σ mezona,
Γµω = gωγ
µ vrh ω mezona,
~Γµρ = gρ~τγ
µ vrh ρ mezona,
Γme = e
1− τ3
2
γµ vrh γ fotona,
(2.9)
gdje su konstante vezanja gσ, gω, gρ i e, dok je ~τ operator izospina, a τ3 njegova trec´a
komponenta. Zornu vizualizaciju lagranžijana interakcije omoguc´avaju Feynmanovi
dijagrami koji se crtaju prema Feynmanovim pravilima. Razlicˇite linije predstavljaju
trajektorije cˇestica kao na slici 2.1: barioni se oznacˇavaju ravnom, skalari iscrtkanom,
a vektori valovitom linijom. Njihova sjecišta su vrhovi interakcije koji ukljucˇuju iΓφ.
Svaki propagator ima odgovarajuc´e faktore, a fermionska linija δij za izospin [2].
(a) Skalarni vrh (b) Vektorski vrh
Slika 2.1: Elementi Feynmanovih dijagrama
Nuklearna sila je rezultat poništenja dva jaka potencijala, privlacˇnog skalarnog i
odbojnog vektorskog. Privlacˇno skalarno polje σ mezona proizlazi od kompleksnih
mikroskopskih procesa poput nekorelirane i korelirane rezonance dva piona ili QCD
kombinacije parova kvark-antikvark i gluona, dok odbojni potencijal potjecˇe od ω
vektorskog mezona. Polje ρmezona opisuje izospinsku ovisnost nuklearne interakcije
što je važno kod egzoticˇnih jezgara bogatih neutronima. Jako spin-orbit vezanje se
opisuje spin-orbit potencijalom koji je jednak sumi skalarnog i vektorskog potecijala
što objašnjava zašto su relativisticˇki efekti važni vec´ na niskim energijama [14].
Model s konstantnim neukleon-mezon vezanjem nije dovoljno fleksibilan, pa su
uvedeni modeli koji sadrže eksplicitnu ovisnost o nuklearnoj gustoc´i u konstantama
vezanja. U ovom radu se koristi D3C*11 interakcija dobivena proširenjem DD-ME112
interakcije. Uspješno se opisuju ocˇekivana svojstva nuklearne materije te staticˇka
i dinamicˇka svojstva konacˇnih jezgara (energije vezanja, polumjeri naboja, razlike
polumjera raspodjele neutrona i protona te razlike energija spin-orbit partnera) [17].
11eng. DC = Derivative Couplings
12eng. DD-ME = Density Dependent - Meson Exchange
5
Oblik funkcionalne ovisnosti vezanja mezona na nukleone se pretpostavlja, pa se
na temelju njega prilagod¯avaju parametri ovisni o gustoc´i gφ(ρ):
jµ = ψ¯γµψ barionska gustoc´a, (2.10)
ρv =
√
jµjµ vektorska gustoc´a. (2.11)
gdje φ oznacˇava mezone σ, ω, ρ. Vektorska gustoc´a je Lorentz-invarijantni oblik
gustoc´e bariona. Uvodi se pokrata:
x =
ρv
ρsat
, (2.12)
gdje je ρsat barionska gustoc´a pri saturaciji simetricˇne nuklearne materije. Funkcional
kojim se parametriziraju gi(x) za mezone σ i ω se izražava pomoc´u funkcije fi(x):
gi(x) = gi(ρsat) · fi(x), (2.13)
fi(x) = ai · 1 + bi(x+ di)
2
1 + ci(x+ di)2
. (2.14)
Oblik funkcionala parametra gρ dolazi iz Dirac-Bruecknerovih racˇuna za asimetricˇnu
nuklearnu materiju koja se kvantificira omjerom (ρp − ρn)/(ρp + ρn):
gρ(x) = gρ(ρsat) · e−aρ(x−1). (2.15)
Ukupno ima osam novouvedenih parametara, po cˇetiri za σ i ω mezon. Olakotno je
što su med¯usobno ovisni, pa se pomoc´u uvjeta broj neovisnih smanjuje na tri [18]:
fi(1) = 1 i = σ, ω, (2.16)
f ′′σ (1) = f
′′
ω(1), (2.17)
f ′′i (0) = 0 i = σ, ω. (2.18)
Mase mω i mρ su fiksirane iznosima za slobodne mezone:
mω = 783 MeV,
mρ = 763 MeV.
(2.19)
Diracova masa mD je preuzeta iz DD-ME1 interakcije, dok je efektivna nukleonska
masa m∗ nova parametrizacija [17]:
mD = 0.57m,
m∗ = 0.79m.
(2.20)
D3C* interakcija ukljucˇuje ovisnost izoskalarne skalarne i vektorske vlastite energije
o impulsu pomoc´u dodatnih funkcija vezanja ΓS (s = skalarno) i ΓV (v = vektorsko)
koje se parametriziraju funkcionalom oblika:
Γi(x) = Γi(ρref)x
−ai (2.21)
gdje se za x koristi (2.12) s vektorskom saturacijskom gustoc´om umjesto barionske:
ΓS = −146.089,
ΓV = 180.889.
(2.22)
Dakle, ukupno ima 10 slobodnih parametara. U slucˇaju otvorenih ljusaka dolazi do
sparivanja nukleona što se tretira unutar RHB teorijskog okvira.
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2.2 Kovarijantna teorija funkcionala gustoc´e
Kako je vec´ istaknuto, kovarijantna teorija funkcionala gustoc´e pruža alternativni
pristup nuklearnom problemu više tijela. Proizlazi iz vrlo slicˇnog koncepta teorije
funkcionala gustoc´e (DFT) koja se koristi u atomskoj, molekularnoj te fizici cˇvrstog
stanja, a koja se može shvatiti kao ab-initio pristup. Koncept je prvotno razvijen
kako bi se opisali elektroni koji med¯udjeluju putem odbojne kulonske interakcije i
vezanja ionima koji ih okružuju. Pokazalo se da se problem med¯udjelujuc´ih elektrona
u vanjskom polju (koje potjecˇe od iona kojih okružuju) može zamijeniti ansamblom
nemed¯udjelujuc´ih elektrona u lokalnom vanjskom polju. U minimumu fukcionala,
energija nemed¯udjelujuc´eg sustava se podudara s energijom med¯udjelujuc´eg sustava
te se lokalna gustoc´a podudara s lokalnom gustoc´om tocˇnog osnovnog stanja [2].
Opc´enito govorec´i, DFT za glavni cilj ima opis med¯udjelujuc´eg sustava fermiona
preko gustoc´e, a ne preko višecˇesticˇne valne funkcije. Konkretno, za A elektrona u
cˇvrstom stanju, ili protona i neutrona u atomskoj jezgri, koji zadovoljavaju Paulijev
princip i med¯udjeluju putem kulonske ili nuklearnih sila, glavna varijabla sustava bi
tad ovisila o samo tri prostorne koordinate x, y i z umjesto o 3A stupnjeva slobode.
Kad bi se znao nacˇin kako se izvode potrebne relacije izmed¯u gustoc´e i energije, DFT
izracˇuni bi bili prilicˇno jednostavni i vrlo tocˇni. Nažalost, nepoznati su funkcionali
energije koji povezuju gustoc´u s energijom i ne postoji sistematska metoda da ih se
popravi osim isprobavanjem novih te prosud¯ivanjem valjanosti na temelju rezultata.
Osnove za nerelativisticˇki DFT su formulirali Hohenberg i Kohn. U razmatranje
se uzima višecˇesticˇni fermionski sustav. Prema prvom teoremu, ocˇekivana vrijednost
bilo koje opservable osnovnog stanja Oˆ je jedinstveni funkcional gustoc´e egzaktnog
osnovnog stanja ρ0. Ukoliko su poznate vrijednosti gustoc´e fermiona i funkcionala,
znacˇi da se mogu izracˇunati sva svojstva sustava. Drugi Hohenberg-Kohnov teorem
omoguc´ava sredstva kojima se to ostvaruje – varijacijom funkcionala energije E[ρ] s
obzirom na gustoc´u ρ se traži minimum. Kohn i Sham su uveli pomoc´no stanje cˇijom
se nenegativnom gustoc´om isprobava broj fermiona koji se dobije u sustavu. Svaka
koja rezultira tocˇnim brojem, zadovoljava jednadžbu za osnovno stanje energije E0
egzaktne gustoc´e ρ0 [1]:
E0[ρ0] ≤ E[ρ]. (2.23)
Jezgra se opisuje Slaterovom determinantom, a osnovno stanje |Φ0〉 je jedinstveno
odred¯eno skalarnom gustoc´om ρs te protonskom jµp i neutronskom j
µ
n strujom (pritom
se takod¯er podrazumijevaju njihove vrijednosti u osnovnom stanju) [15]:
E0[ρs, j
µ
p , j
µ
n ] = 〈Φ0|Hˆ|Φ0〉. (2.24)
Struje i gustoc´a su definirani sumom po svim popunjenim stanjima pozitivne energije:
ρs =
∑
N=p,n
∑
i
ψ¯i,N(r)ψi,N(r), (2.25)
jµN =
∑
i
ψ¯i,N(r)γ
µψi,N(r). (2.26)
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Funkcional energije u osnovnom stanju glasi:
E0 = Ts cˇlan jednocˇesticˇne kineticˇke energije
+ Eint cˇlan fermion-fermion interakcije
+ Exc cˇlan korelacije izmjene
(2.27)
Kineticˇka energija se odnosi na neovisne fermione:
Ts =
∫ ∑
N=p,n
∑
i
ψ†i,N(r)(−iα∇+ βm)ψi,N(r) d3r . (2.28)↗︷ ︸︸ ︷
αk = γ0γk
↖︷ ︸︸ ︷
β = γ0
Minimizacijom energije osnovnog stanja se dobije skup Kohn-Shamovih jednadžbi:{− iα∇+ β[m+ Σs,int + Σs,xc + γµ(ΣµN,int + ΣµN,R + ΣµN,xc)]}ψi,N = i,Nψi,N , (2.29)
gdje su Σs,int i Σ
µ
N,int skalarni i vektorski doprinos interakcije, dok Σ
µ
N,R proizlazi iz
proširenja lagražijana (rearrangement cˇlanovi). Potencijali korelacije lokalne izmjene
takod¯er imaju skalarni i vekorski doprinos [14]:
Es,xc(r) =
∂
∂ρs(r)
Exc, (2.30)
EµN,xc(r) =
∂
∂jµN(r)
Exc. (2.31)
Ova metoda omoguc´ava prakticˇni teorijski alat za odred¯ivanje energije osnovnog
stanja med¯udjelujuc´eg sustava, uz pretpostavku da je poznat oblik Exc. Kako obicˇno
to nije slucˇaj, Exc je potrebno dodatno aproksimirati. Zapravo, Hohenberger-Kohnov
pristup za atomske jezgre je prošireno Thomas-Fermijevo rješenje bez efekata ljusaka.
One se ukljucˇuju na kompliciraniji nacˇin koji pak zahtijeva dodatne aproksimacije, a
realizira se preko Kohn-Shamovog funkcionala energije nelokalne gustoc´e E[ρ(r, r′)].
Može se rec´i da je metoda srednjeg polja aproksimativna implementacija teorije
funkcionala gustoc´e jer se stjecˇe dojam da je zanemareno previše efekata. Ukljucˇeni
su putem slobodnih parametara direktno prilagod¯enih na eksperimentalne podatke
koji to vec´ sadržavaju [1]. Za eneriju relativisticˇkog srednjeg polja se dobije:
ERMF[ρˆ, φ] = Tr
[(
α · (p + ΣR) + βmeff
)
ρˆ
]
+
∑
φ
{
± 1
2
∫ [
(∇φ)2 +m2φφ2
]
d3r + Tr
[(
Γφφ
)
ρˆ
]}
,
(2.32)
gdje je ρˆ relativisticˇka jednocˇesticˇna matrica gustoc´e:
ρˆ(r, r′, t) =
A∑
i=1
∣∣ψi(r, t)〉〈ψi(r′, t)∣∣, (2.33)
a u rotacijski invarijantnom sustavu se izražava preko komponenti Diracovog spinora:
∣∣ψi(r, t)〉 = ( fi(r, t)
igi(r, t)
)
. (2.34)
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2.3 Relativisticˇki Hartree-Bogoljubov model
2.3.1 Kvazicˇesticˇni operatori
Kako je istaknuto u uvodu, nemoguc´nost direktog opisivanja pojedinacˇnih cˇestica
u višecˇesticˇnim sustavima, glavna je motivacija za pojednostavljivanje problema svim
raspoloživim alatima. Jedan vrlo efikasan pristup jest i koncept kvazicˇestice. Naime,
kvantni sustav kao cjelina ima osnovno stanje koje karakterizira minimum energije te
razlicˇita pobud¯ena stanja, cˇije su energije po definiciji vec´e od one osnovnog stanja.
Zahvaljujuc´i Boltzmannovoj raspodjeli, za vec´inu relevantnih pobud¯enja vrijedi da su
niskoležec´a stanja – u što spadaju i kvazicˇestice te kolektivna pobud¯enja [1].
Kvazicˇestica je fenomen koji se pojavljuje u sustavu i koji, za razliku od prave
cˇestice, ne postoji van sustava. Može se zamišljati kao “obucˇena” cˇestica, tj. nešto
cˇime je prava cˇestica okružena i što mijenja ponašanje cˇestice.
Kvazicˇesticˇna pobud¯enja se formuliraju u drugoj (kanonskoj) kvantizaciji, znacˇi
da se umjesto valnih funkcija koriste matematicˇki operatori stvaranja i poništenja koji
svojstvenu vrijednost operatora broja povec´avaju / smanjuju za iznos 1. Sistematski
su prikazani u tablici 2.2. Može se uocˇiti da je stvaranje kvazicˇestice u stanju iznad
Fermijevog ekvivalentno stvaranju cˇestice u tom stanju, dok je stvaranje šupljine u
stanju ispod Fermijevog ekvivalentno poništenju cˇestice u tom stanju [2].
∀ k aˆk operator poništenja cˇestice aˆk† operator stvaranja cˇestice
= =
> f αˆk operator poništenja kvazicˇestice αˆk† operator stvaranja kvazicˇestice
= =
≤ f αˆk† operator stvaranja šupljine αˆk operator poništenja šupljine
Tablica 2.2: Sistematski prikaz operatora stvaranja i poništenja
Buduc´i da su kvazicˇestice i šupljine fermionske prirode, operatori njihova stvaranja
αˆ†k i poništenja αˆk moraju zadovoljiti uobicˇajene antikomutacijske izraze za fermione:
{αˆk, αˆ†k′} ≡ αˆkαˆ†k′ + αˆ†k′αˆkδkk′ , (2.35)
{αˆk, αˆk′} = {αˆ†k, αˆ†k′} = 0. (2.36)
Osnovno stanje dano Slaterovom determinantom |Φ0〉 s αˆk cˇini kvazicˇesticˇni vakuum:
αˆk|Φ0〉 = 0. (2.37)
Pobud¯enje ph13 je dvokvazicˇesticˇno stanje koje se sastoji od stanja iznad Fermijevog
nivoa u kojem je jedan nukleon te stanja ispod Fermijevog u kojem je jedna cˇestica.
Skup višekvazicˇesticˇnih stanja u Hilbertovom prostoru mnoštva cˇestica razapinje
kompletnu ortonormiranu bazu. U relativisticˇkom slucˇaju bi se trebala ukljucˇiti stanja
Diracovog mora negativne energije, odnosno prazna stanja u no-sea aproksimaciji:
|Φk1···kN 〉 = αˆ†k1 · · · αˆ†kN |Φ0〉. (2.38)
13eng. ph = particle - hole
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2.3.2 Bogoljubova transformacija
Bogoljubova transformacija je unutarna transformacija koja omoguc´ava da se
iz jedne reprezentacije prijed¯e u drugu, takod¯er unitarnu kanonsku reprezentaciju.
Cˇesto se koristi za dijagonalizaciju hamiltonijana, cˇime se dobiju stacionarna rješenja
pripadne Schrödingerove jednadžbe. Npr. kod homoghenih sustava se primjenjuje u
BCS teoriji supravodljivosti [1].
Buduc´i da su kvazicˇestice fermionske prirode, vrijede antikomutacijske relacije,
pa je potreban fermionski mod “rada” Bogoljubove transformacije – kvazicˇesticˇni
operatori se izražavaju preko jednocˇesticˇnih operatora stvaranja i poništenja:
α†k =
∑
l
Ulkc
†
l + Vlkcl, (2.39)
pritom se indeks l odnosi na proizvoljnu bazu, dok su Ulk i Vlk pripadni koeficijenti.
Izmed¯u kvazicˇesticˇne i cˇesticˇne baze, transformacija u matricˇnom obliku glasi:(
α
α†
)
=
(
U † V †
V T UT
)
︸ ︷︷ ︸
W†
(
c
c†
)
. (2.40)
Matrica transformacijeW† se prema Bloch-Messiah teoremu može pisati [19]:
W =
(
D 0
0 D∗
)(
U¯ V¯
V¯ U¯
)(
C 0
0 C∗
)
, (2.41)
cˇime se transformacija rastavlja na tri komponente. Prva: med¯u sobom transformira
cˇesticˇne operatore, dok zadnja: to isto radi sa kvazicˇesticˇnim operatorima, a druga:
povezuje cˇesticˇne i kvazicˇesticˇne operature u bazama odred¯enim objema matricama.
Valna funkcija osnovnog stanja cˇini vakuum s obzirom na kvazicˇesticˇne operatore
(jednadžba 2.37), a jedinstveno je odred¯ena Bogoljubovom transformacijom, tj. s Ulk
i Vlk. Med¯utim, zbog invarijantnosti osnovnog stanja na transformaciju C ne vrijedi
obrat. Na racˇun unitarnosti se može invertirati definicija Bogoljubove transformacije
tako da izražava cˇesticˇne operatore preko kvazicˇesticˇnih. Definiraju se velicˇine:
ρll′ = 〈Φ|c†l′cl|Φ〉 = (V ∗V T )ll′ = (DV¯ 2D†)ll′ , (2.42)
κll′ = 〈Φ|cl′cl|Φ〉 = (V ∗UT )ll′ = (DU¯V¯ DT )ll′ , (2.43)
pomoc´u kojih je Valatin definirao generaliziranu matricu na nacˇin [13]:
R =
(
ρ κ
−κ∗ 1− ρ∗
)
, (2.44)
cˇiji su vlastiti vektori
(
U
V
)
za vlastitu vrijednost 0 te
(
V ∗
U∗
)
za 1, a zadovoljava
svojstva:
R† = R =⇒ hermitska, (2.45)
R2 = R =⇒ idempotentna. (2.46)
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2.3.3 RHB model
Sad, kad je uveden koncept kvazicˇestice i Bogoljubova transformacija kanonskih
baza, može se na elegantniji nacˇin pristupiti problemu jezgara s otvorenim ljuskama i
deformiranim jezgrama jer u tim slucˇajevima relativisticˇki model neovisnih nukleona
koji se gibaju u srednjem polju ne predstavlja dovoljno dobar opis. Naime, ispostavilo
se da je energetski najbolja konfiguracija ona u kojoj su svi nukleoni zadnje, otvorene
ljuske spareni. Te korelacije sparivanja igraju važnu ulogu u razlicˇitim jednocˇesticˇnim
i kolektivnim aspektima nuklearne strukture. Preduvjet da se nukleoni vežu u stanje
angularnog momenta J = 0 je da imaju potpuno isti l te jednaki apsolutni iznos,
a suprotni predznak projekcije m, cˇime se postiže veliki prostorni preklop valnih
funkcija.
Interakcija koja pogoduje sparivanju je privlacˇna i kratkog dosega, ali se ne može
uracˇunati kao doprinos srednjem potencijalu u lagranžijanu. Analogni efekt bi bila
supravodljivost, pa se jezgre blizu doline β-stabilnosti tretiraju BCS14 aproksimacijom
koja je prvotno i bila razvijena u svrhu opisa makroskopskog efekta supravodljivosti,
a koji je posljedica mikroskopskog efekta kondenzacije Cooperovih parova. Preduvjet
za to jest da postoji nekakav privlacˇni potencijal med¯u cˇesticama, koji u odred¯enim
uvjetima može nadvladati puno jacˇu odbojnu interakciju. Usprkos Paulijevom nacˇelu
iskljucˇenja, u slucˇaju kriticˇno niske temperature, fermioni blizu Fermijeve plohe se
više ponašaju kao bozoni i formiraju Cooperove parove. Dokaz koji ide tome u prilog
je postojanje energijskog procijepa na Fermijevom nivou. Med¯utim, takav pristup nije
odgovarajuc´ za jezgre daleko od stabilnosti jer su njihove Fermijeve plohe preblizu
cˇesticˇnog kontinuuma, tako da se ph i pp15 prijelazi moraju uzeti eksplicitno.
Rješenje u nerelativisticˇkom slucˇaju pruža HFB16 teorija ujedinjavanjem modela
srednjeg polja i korelacija sparivanja. Usrednjeni potencijali sparivanja [13] su:
i) Γˆ 99K samosuglasno Hartree-Fockovo polje koje obuhvac´a ph korelacije,
ii) ∆ˆ 99K polje sparivanja koje obuhvac´a pp korelacije.
Kako lagranžijan na klasicˇnom nivou ne dozvoljava Cooperove parove ψ†ψ†, u svrhu
ukljucˇivanja korelacija sparivanja na mikroskopski nacˇin, neophodno je kvantizirati
mezonska polja. Tako se HFB teorija relativisticˇki poopc´ava i konacˇno slijedi RHB17
model.
Osnovno stanje jezgre opisuje generalizirana Slaterova determinanta |Φ〉 koja
prema jednadžbi (2.37) predstavlja vakuum s obzirom na neovisne kvazicˇestice. HFB
valne funkcije su oznacˇene kao Ulk i Vlk jednadžbom (2.39), a njima se jedinstveno
odred¯uje hermitska jednocˇesticˇna matrica gustoc´e ρˆ (2.42) i antisimetricˇni tenzor
sparivanja ∆ˆ (2.43). Pomoc´u novodefiniranih gustoc´a se definira tzv. generalizirana
matrica gustoc´e R (2.44).
14eng. BCS = Bardeen-Cooper-Schrieffer
15eng. pp = particle-particle
16eng. HFB = Hartree-Fock-Bogoljubov
17eng. RHB = Relativistic Hartree-Bogljubov
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Dakle, ukupna energija sustava u RHB modelu “nasljed¯uje” ovisnost RMF modela
o mezonskim poljima φ i matrici gustoc´i ρˆ te dodaje ovinost o tenzoru sparivanju κˆ,
a cilj je izraziti ju preko ovisnosti o generaliziranoj matrici gustoc´e R [15]:
ERHB[ρˆ, κˆ, φ] = ERMF[ρˆ, φ] + Epar[κˆ] (2.47)
⇓
ERHB[ρˆ, κˆ, φ] = ERHB[R, φ]. (2.48)
Funkcional RMF energije ERMF je definiran jednadžbom (2.32), s tom razlikom što je
gustoc´a (2.33) zamjenjena novom (2.42). Funkcional energije sparivanja Epar glasi:
Epar[κˆ] =
1
4
Tr [κˆ∗V ppκˆ], (2.49)
gdje je opc´enita V pp fenomenološka interakcija u pp-kanalu dvocˇesticˇnog sparivanja.
Ponovno se radi u okviru kovarijantne teorije funkcionala gustoc´e što znacˇi da se
preko varijacijskog principa raspisuju vremenski ovisne HB18 jednadžbe gibanja:
i∂tR = [H(R),R]. (2.50)
Generalizirani hamiltonijanH se dobije kao derivacija funkcionala energije s obzirom
na generaliziranu gustoc´u R što se u bazi operatora cl, c†l može pisati:
H = δERHB
δR =
(
hˆD −m− λ ∆ˆ
−∆ˆ∗ −hˆD +m+ λ
)
. (2.51)
Kemijski potencijal λ osigurava da broj cˇestica bude konstantan, tj. da ocˇekivana
vrijednost operatora broja cˇestica u osnovnom stanju bude jednaka broju nukleona:
Tr ρˆ = N. (2.52)
Zatim se postupak varijacije ponavlja, samo s obzirom na usrednjene potencijale:
i) s obzirom na ρˆ se dobije Diracov hamiltonijan hˆD koje obuhvac´a ph korelacije:
hˆD =
δERHB
δρˆ
= α · (p + Σ) + Σ + β(m+ Σσ), (2.53)
gdje su skalarno Σσ i vektorsko Σ polje dani Diracovom jednadžbom (A.3).
ii) s obzirom na κˆ se dobije polje sparivanja ∆ˆ koje obuhvac´a pp korelacije [19]:
∆ˆ =
δERHB
δκˆ
, (2.54)
∆ab(r1, r2) =
1
2
∑
c,d
V ppabcd(r1, r2)κcd(r1, r2), (2.55)
gdje su a, b, c, d kvantni brojevi koji se odnose na Diracove indekse spinora,
dok su V ppabcd(r1, r2) matricˇni elementi dvocˇesticˇne interakcije sparivanja [16].
Kvazicˇesticˇne valne funkcije imaju velike (+) i male (−) komponente pa vrijedi:(
∆ˆ++ ∆ˆ+−
∆ˆ−+ ∆ˆ−−
)
, (2.56)
pri cˇemu se polja ∆ˆ−+, ∆ˆ+− i ∆ˆ−− zanemaruju, a za ∆ˆ++ se koristi sila Gogny.
18eng. HB = Hartree-Bogoljub
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Osnovno stanje |Φ〉 se odred¯uje HB jednadžbama koje su staticˇki limes vremenski
ovisne jednadžbe (2.50) cˇime se problem svodi na dijagonalizaciju hamiltonijana:(
hˆD −m− λ ∆ˆ
−∆ˆ∗ −hˆD +m+ λ
)(
Uk(r)
Vk(r)
)
= Ek
(
Uk(r)
Vk(r)
)
. (2.57)
Svojstvene vrijednosti Ek su kvazicˇesticˇne energije, dok su svojstveni vektori Uk i Vk
kvazicˇesticˇne valne funkcije. Dimenzija RHB matricˇne jednadžbe je dvostruko vec´a
od odgovarajuc´e Diracove, pa za svako svojstveno stanje pozitivne energije postoji
stanje negativne energije istog iznosa. Uslijed ferimionske prirode kvazicˇesticˇnih
operatora – istovremeno se može popuniti samo jedno stanje, a bira se ono s Ek > 0.
RHB jednadžbe se rješavaju samosuglasno preko potencijala odred¯enih staticˇkim
Klein-Gordonovim jednadžbama (A.15)-(A.18), tako cˇlanovi izvora polja definirani
relacijama (A.25)-(A.28) postaju sume bilinearnih umnožaka barionskih amplituda:
ρs(r) =
∑
k>0
V †k (r)Vk(r), (2.58)
ρv(r) =
∑
k>0
V †k (r)γ
0Vk(r), (2.59)
ρI(r) =
∑
k>0
V †k (r)γ
0τ3Vk(r), (2.60)
ρp(r) =
∑
k>0
V †k (r)γ
0 1− τ3
2
Vk(r). (2.61)
Suma
∑
k>0 je pritom skrac´ena oznaka za no-sea aproksimaciju što u ovom slucˇaju s
ukljucˇenim sparivanjem znacˇi da suma ide po svim svojstvenim vrijednostima Ek HB
matrice (2.57) koja su ispod Diracove praznine.
HB koeficijenti Uk(r) i Vk(r) u koordinatnom prostoru formiraju Diracove spinore
koji se pak kombiniraju u RHB spinor:
Φk(r) =
(
Uk(r)
Vk(r)
)
. (2.62)
U slucˇaju sferne simetrije Diracovi spinori Uk i Vk se reduciraju na [15]:
Uk(Vk)(r, s, t3) =
(
gU(V )(r)Ωj,l,m(θ, ϕ, s)
ifU(V )(r)Ωj,l˜,m(θ, ϕ, s)
)
χτ (t3), (2.63)
gdje su gr i fr radijalne amplitude, dok je Ωj,l,m tenzorski produkt orbitalne i spinske
funkcije dan jednadžbom (A.31), a χτ je izospinska funkcija. Prema jednadžbi (A.32)
se može vidjeti da orbitalne angularne momente l i l˜ odred¯uju iznos j i pariteta pi.
Preostalo je osvrnuti se još na V pp. Najjednostavnija opcija bi bila da je posrijedi
monopolna sila sparivanja koja bi vodila na BCS teoriju što je korektna aproksimacija
za jezgre u dolini β-stabilnosti. Med¯utim, kako se odmicˇe od stabilnih jezgara, tako
Fermijev nivo postaje sve bliži cˇesticˇnom kontinuumu, zato se najniži ph i pp prijelazi
cˇesto nalaze u kontinuumu. Prvotno korišteni identicˇni mezon-nukleon parametari
sparivanja za oba kanala su rezultirali nefizikalnim ponašanjem sile izmjene mezona.
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Buduc´i da se spinori razvijaju u bazi vlastitih stanja harmonicˇkih operatora, vrlo
uspješnim nerelativisticˇkim opisom se pokazao dio sparivanja Gogny sile jer je dan
kao suma dva gausijana:
V pp(1, 2) =
∑
i=1,2
e
−
(
r1−r2
µi
)2
(Wi +BiP
σ −HiP τ −MiP σP τ ), (2.64)
gdje su P σ i P τ dvocˇesticˇni operatori definirani:
P σ =
1 + σ1σ2
2
za spin, (2.65)
P τ =
1 + ~τ1~τ2
2
za izospin. (2.66)
Skup slobodnih parametara µi, Wi, Bi, Hi i Bi (i = 1, 2) je pažljivo prilagod¯avan na
svojstva sparivanja konacˇnih jezgara preko cijelog periodnog sustava. Vrijednosti za
standardnu D1S parametrizaciju su dane u tablici 2.3. Problem prelaska na režim
relativisticˇkog racˇuna, zasad eksprimentalno još nisu opaženi relativisticˇki efekti, što
se može obrazložiti dobrom razdvojenošc´u energijskih skala pritom efekti sparivanja
iznose svega nekoliko MeV oko Fermijevog nivoa, dok su energije vezanja red velicˇine
stotina ili cˇak tisuc´a MeV. Taj argument daje pokric´e za korištenje nerelativisticˇkog
sparivanja i u sklopu RHB modela.
i µi[ fm] Wi Bi Hi Mi[ MeV]
1 0.7 −1720.3 1300 −1813.53 1397.60
2 1.2 103.69 −163.483 162.812 −223.934
Tablica 2.3: D1S parametrizacija Gogny interakcije
Nakon što je postignuta konvergencija, preostalo je još uvažiti gibanje centra mase:
Ecm = −〈P
2
cm〉
2Am
. (2.67)
Izvedeni model je dobro prilagod¯en za opis svojstava osnovnog stanja i pobud¯enih
stanja parno-parnih jezgara, dok je za neparno-parne i neparno-neparne neophodno
omoguc´iti bar aproksimativni opis. U tu svrhu se za osnovno stanje koristi isti model,
samo s ogranicˇavanjem ocˇekivane vrijednosti operatora broja cˇestica na neparni broj
protona i/ili neutrona. Na takav nacˇin se dobije parno RHB stanje cˇija se energija
razlikuje od pravog osnovnog stanja neparne jezgre za iznos jednak energiji neparne
kvazicˇestice. Valjanost ove aproksimacije se pokazuje u dobrom slaganju izracˇunatih
vrijednosti oslobod¯ene energije u raspadu (Qβ) sa mjerenjima za izotope Ag i Cd:
Q = ∆MnH + λn − λp − E2qp
= Mex(Z,N)−Mex(Z + 1, N − 1),
(2.68)
gdje je ∆MnH razlika mase izmed¯u neutrona i atoma vodika koja iznosi 0.782 MeV,
λn i λp su neutronska i protonska Fermijeva energija osnovnog stanja jezgre roditelja,
E2qp su najniže kvazicˇesticˇne energije, a Mex(Z,N) je višak mase. Reproduciranje
energija vezanja neparnih jezgara daje indikaciju da je aproksimacija u redu [20].
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3 Relativisticˇka kvazicˇesticˇna
aproksimacija slucˇajnih faza
U prethodnom poglavlju je razvijen relativisticˇki Hartree-Bogoljubov model koji je
izgrad¯en na temelju relativisticˇke teorije srednjeg polja u okviru kovarijantne teorije
funkcionala energije. Pritom je u efektivni lagranžijan interakcije ukljucˇena i ovisnost
o mediju putem konstanti mezonskih vezanja ovisnih o gustoc´i. Takod¯er, uzimaju se
u obzir i korelacije sparivanja, kako u ph, tako i u pp kanalu. Samosuglasno rješenje
pripadnih Dirac-Hartree-Bogoljubovih integralno-diferencijalnih te Klein-Gordonovih
jednadžbi daje uspješan opis osnovnog stanja sfernih jezgara i onih otvorenih ljusaka.
Takav ishod za osnovna stanja je potaknuo razvoj teorijskog opisa i pobud¯enih
stanja. Polazišna tocˇka je ponovno vremenski ovisna RHB jednadžba (2.50) koja
zapravo predstavlja skup vezanih jednadžbi, cˇime je definiran potpuni vremensko
ovisni model srednjeg polja (TDRMF19) na nacˇin da opisuje nelinearnu propagaciju
Diracovih spinora u vremenu. Oscilacije oko gustoc´e osnovnog stanja u granici malih
amplituda predstavljaju okosnicu aproksimacije slucˇajnih faza [1].
Ukupni spektar pobud¯enja jezgre obuhvac´a razlicˇite rezonancije te nekolektivna
kvazicˇesticˇna pobud¯enja. Prethodno promatrana ph pobud¯enja se mogu klasificirati
na više nacˇina [3]:
1) prema JΠ:
(a) elektricˇna pobud¯enja 99K dipolni 1−, kvadrupolni 2+, oktupolni 3−, . . . ,
(b) magnetska pobud¯enja 99K dipolni 1+, kvadrupolni 2−, oktupolni 3+, . . . .
2) prema ∆T :
(a) izoskalarni mod 99K ∆T = 0 (nukleoni vibriraju u fazi),
(b) izovektorski mod 99K ∆T = 0 (nukleoni vibriraju u protufazi).
Važnost proucˇavanja i poznavanja kolektivnih stupnjeva slobode leži u cˇinjenici
da pružaju uvid u brojne aspekte nuklearne strukture poput globalnih svojstva, ali i
puno finije detalje tipa modifikacije nukleon-nukleon interakcije u mediju. Energije
pobud¯enja i raspada su vec´inom izmjerene za jezgre u dolini β-stabilnosti. Med¯utim,
od posebnog interesa su jezgre na samoj granici stabilnosti. Baš su egzoticˇni modovi
zaslužni za otvaranje novih frontova, zahvaljujuc´i prvenstveno specificˇnim svojstvima
jako nestabilnih jezgra (slabo vezanje najudaljenijih nukleona, sparivanje cˇesticˇnog
kontinuuma i vezanih stanja, efekti neutronskog omotacˇa i halo struktura) [18].
Konkretno, oscilacije malih amplituda za kolektivna pobud¯enja proizvoljno teških
jezgara se opisuju pomoc´u RRPA20, a za slucˇaj jezgara s otvorenim ljuskama formulira
se teorija u kanonskoj bazi, tzv. RQRPA21.
19eng. TDRMF = Time Dependant Relativistic Mean Field
20eng. RRPA = Relativistic Random Phase Approximation
21eng. RQRPA = Relativistic Quasiparticle Random Phase Approximation
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3.1 Matricˇne jednadžbe RQRPA
Za potpunu kvantitativnu sliku osnovnih i pobud¯enih stanja, trebaju se razmotriti
efekti sparivanja vezanih stanja i cˇesticˇnog kontinuuma. Moguc´e kombinacije [14]:
• oba nukleona u diskretnim vezanim stanjima,
• jedan nukleonu vezanom stanju, a drugi u kontinuumu,
• oba nukleona u kontinuumu.
Kanonska baza je pogodna jer dijagonalizira matricu gustoc´e, a matricˇne jednadžbe
RQRPA se izvode iz vremenski ovisnog RHB modela. Uzima se osnovno stanje sferne
parno-parne jezgre dano stacionarnim rješenjem RHB jednadžbi oko kojeg se uvode
male oscilacije. Vanjska perturbacija je vremenski ovisna i periodicˇna [18]:
Fˆ = F e−iωt + h.c., (3.1)
gdje se h.c.22 odnosi na dodatne neprikazane cˇlanove koji su hermitski konjugirani
napisanom cˇlanu. U slucˇaju da su prisutne korelacija sparivanja, fluktuirajuc´e polje F
je dano kao jednocˇesticˇni generalizirani operator koji ukljucˇuje operatore prijelaza:
F =
∑
ij
F 11ij c
†
icj +
∑
ij
(
F 12ij c
†
ic
†
j + F
21
ij cicj
)
, (3.2)
gdje su c†i i ci jednocˇesticˇni operatori stvaranja i poništenja. Proširuje se izraz (2.50):
i~
∂Rˆ
∂t
= [Hˆ(t) + Fˆ(t), Rˆ(t)]. (3.3)
U limesu malih amplituda se pretpostavlja da nuklearna gustoc´a oscilira frekvencijom
vanjske pobude (ako je iznos blizu onom vlastite pobude – formiraju se rezonancije).
Odziv je linearan, pa se pri razvoju u Taylorov red zadržaju samo linearni cˇlanovi:
Rˆ(t) = Rˆ0 + δRˆ(t), (3.4)
Hˆ(t) = Hˆ0 + δHˆ(t), (3.5)
φi(t) = φ
0
i + δφi(t). (3.6)
U tim uvjetima se mogu eliminirati mezonski stupnjevi slobode, pa mala varijacija δφi
slijedi iz Klein-Gordonovih jednadžbi zanemarivanjem efekata retardacije, a δHˆ(t) je:
δHˆ(t) = δHˆ
δRˆδRˆ(t). (3.7)
Uvažavanjem svojstava (2.45) i (2.46) slijedi da je Rˆ(t) projektor u svim vremenima
(jer ima svojstvene vrijednosti 0 i 1) [13]:
Rˆ2 = Rˆ
Rˆ0 + Rˆ0δRˆ+ δRˆR0 = Rˆ0 + δRˆ
}
V δRˆ = Rˆ0δRˆ+ δRˆRˆ0 =
(
0 δRˆ
−δRˆ∗ 0
)
(3.8)
Mala varijacija oko osnovnog stanja je suma razlicˇitih svojstvenih modova frekvencije
ων , pomiješanih s težinskim faktorima, tj. amplitudama δRˆ(ν):
δRˆ(t) =
∑
ν
δRˆ(ν)eiωνt + h.c.. (3.9)
22eng. h.c. = hermitian conjugate
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U istoj kvazicˇesticˇnoj bazi, matrice R0 i H0 su dijagonalne:
Rˆ0 =
(
0 0
0 1
)
i Hˆ0 =
(
En 0
0 −En
)
. (3.10)
Time su spremni svi cˇlanovi potrebni za lineariziranu jednadžbu gibanja:
iδtRˆ = [H0, δRˆ] + [δHˆ, Rˆ0] = [H0, δRˆ] +
[
δHˆ
δRˆδRˆ, Rˆ0
]
. (3.11)
Zahvaljujuc´i eliminiranju mezonskih stupnjeva slobode, dovoljno je varirati samo s
obzirom na promjene u gustoc´i δRˆ što znacˇajno pojednostavljuje racˇun. Operatori
stvaranja Q†ν i poništenja Qν pobud¯enog stanja |ν〉 se mogu definirati kao linearna
kombinacija α†k i αk gdje su težinski faktori X
ν i Y ν zapravo amplitude [15]:
Xνkk′ = 〈0|αkαk′|ν〉 i Y νkk′ = 〈0|α†kα†k′|ν〉, (3.12)
a pomoc´u njih se dobije jednadžba kvazicˇesticˇnih slucˇajnih faza u matricˇnom obliku:(
A B
−B∗ −A∗
)(
Xν
Y ν
)
= ων
(
Xν
Y ν
)
. (3.13)
U slucˇaju da su zadovoljeni uvjeti k < k′ te l < l′, RQRPA matricˇni elementi glase:
Akk′ll′ = (Ek + Ek′)δklδk′l′ +
δ2E
δR∗kk′δR
∗
ll′
i Bkk′ll′ =
δ2E
δR∗kk′δR
∗
ll′
. (3.14)
Kako se vidi iz priloženog, potpune RQRPA jednadžbe su poprilicˇno komplicirane jer
zahtijevaju izracˇun matricˇnih elemenata u bazi HB spinora Uk(r) i Vk(r). Znatno ih
je jednostavnije riješiti u kanonskoj bazi u kojoj su potrebni samo matricˇni elementi
Vkk′,ll′ u kanalima ph i pp te odred¯ene kombinacije fakora popunjenja uk i uk. Valja
naglasiti da taj slucˇaj ne predstavlja aproksimaciju vec´ da se takod¯er dobije potpuno
rješenje te da rezultati ne ovise o izboru baze [13].
Prema teoremu Blocha i Messiaha vrijedi transformacija dana jednadžbom (2.41),
što znacˇi da se svaka RHB valna funkcija se može izraziti na više nacˇina:
• u kvazicˇesticˇnoj bazi 99K kao umnožak neovisnih kvazicˇesticˇnih stanja,
• u kanonskoj bazi 99K kao jako korelirano BCS-stanje.
Za sustav s parnim brojem cˇestica vrijedi:
|Φ〉 =
∏
µ>0
(uµ + vµa
†
µa
†
µ¯)|−〉, (3.15)
gdje |−〉 oznacˇava nukleonski vakuum, dok se jednocˇesticˇni operatori a†µ i a†µ¯ odnose
na stvaranje i poništenje nukleona u kanonskoj bazi. Vjerojatnosti popunjenja su:
v2µ =
1
2
(
1− εµ −m− λ√
(εµ −m− λ)2 + ∆2µ
)
. (3.16)
Pritom su uvedene pokrate za dijagonalne elemente u kanonskoj bazi [19]:
εµ = 〈µ|hˆD|µ〉, za Diracov jednocˇesticˇni hamiltonijan (3.17)
∆µ = 〈µ|∆ˆ|µ¯〉. za polje sparivanja (3.18)
Za razliku od BCS okvira, nijedno od ovih polja nije dijagonalno u kanonskoj bazi.
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Baza je pak odred¯ena zahtjevom da dijagonalizira jednocˇesticˇnu matricu gustoc´e:
ρˆ(r, r′) =
∑
k>0
Vk(r)V
†
k (r
′), (3.19)
a njene svojstvene vrijednosti su brojevi popunjenja v2µ. Mnogi išcˇezavaju, posebno
na visokim energijama u kontinuumu, ali i oni koji odgovaraju stanjima u Diracovom
moru koja nisu popunjena zbog no-sea aproksimacije. Uslijed ove degeneracije, nivoi
u kanonskoj bazi nisu jedinstveno odred¯eni numericˇkom dijagonalizacijom ρˆ(r, r′)
što se rješava uvod¯enjem zahtjeva: da kanonska baza u ortogonalnim potprostorima
sa svojstvenim vrijednostima 0 i 1 dijagonalizira hˆD, pa matrice A i B imaju BCS
oblik. Pritom se mora povesti racˇuna da matrica H11 nije dijagonalna, vec´ da vrijedi:
H11µν = (uµuν − vµvν)hµν − (uµuν − vµvν)∆µν . (3.20)
U sfernom sustavu kvazicˇesticˇni parovi imaju dobro definiran angularni moment,
pa matricˇne RQRPA jednadžbe glase [13]:(
AJ BJ
B∗J A∗J
)(
Xν,JM
Y ν,JM
)
= ων
(
1 0
0 −1
)(
Xν,JM
Y ν,JM
)
, (3.21)
a vezane RQRPA matrice u kanonskoj bazi se reduciraju na:
AJµµ′νν′ = H
11(J)
µν δµ′ν′ −H11(J)µ′ν δµν′ −H11(J)µν′ δµ′ν +H11(J)µ′ν′ δµν
+
1
2
V
pp(J)
µµ′νν′
(
ξ+µµ′ξ
+
νν′ + ξ
−
µµ′ξ
−
νν′
)
+ V
ph(J)
µν′µ′νζµµ′νν′ ,
(3.22)
BJµµ′νν′ =
1
2
V
pp(J)
µµ′νν′
(
ξ+µµ′ξ
+
νν′ − ξ−µµ′ξ−νν′
)
+ V
ph(J)
µν′µ′νζµµ′νν′(−1)jν−jν′+J , (3.23)
pri cˇemu se koriste pokrate [14]:
ζµµ′νν′ =

η+µµ′η
+
νν′
 za σ, ω0, ρ0, A0 ako je J paran ,za ωi, ρi, Ai ako je J neparan ,
η−µµ′η
−
νν′
 za σ, ω0, ρ0, A0 ako je J neparan ,za ωi, ρi, Ai ako je J paran ,
(3.24)
gdje vrijedi:
η±µµ′ = uµvµ′ ± vµuµ′ i ξ±µµ′ = uµuµ′ ∓ vµvµ′ . (3.25)
Matricˇni elementi V phµνµ′ν′ i V
pp
µµ′νν′ se izvode kao druge derivacije funkcionala energije:
V phµνµ′ν′ =
δ2E
δρˆµµ′δρˆνν′
i V ppµµ′νν′ =
δ2E
δκˆµµ′δκˆνν′
. (3.26)
Konfiguracijski prostor RQRPA ukljucˇuje Diracovo more stanja negativne energije,
pa se moraju ukljucˇiti i parovi formirani od potpuno ili parcijalno popunjenih stanja
pozitivne energije i praznih stanja negativne energije. Dimenziju odred¯uju dva cut-off
parametra: sume dijagonalnih matricˇnih elemenata hˆD za parove pozitivne energije
te analogna suma za parove “miješane” energije [15].
RQRPA model je potpuno konzistentan – u oba kanala se koriste iste interakcije
u RHB (2.57) i RQRPA (3.21) jednadžbi te iste snage parametara (bez dodatnih
prilagodbi) cˇime se osigurava da RQRPA amplitude nemaju spurious komponente.
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3.2 Proton-neutron RQRPA
U procesima izmjene naboja poput beta raspada dolazi do promjene protona u
neutron, i obratno. Pritom izospinski operatori dizanja τ+ i spuštanja τ− induciraju
pobud¯enja izmjene naboja tako da osnovno stanje nuklearnog sustava (N,Z) prijed¯e
u konacˇna stanja susjednih jezgri, redom (N ± 1, Z∓ 1) [18]. Razmatraju se prijelazi
iz 0+ osnovnog stanja sferne parno-parne jezgre roditelja u pobud¯eno stanje Jpi
neparno-neparne jezgre kc´eri, za što je odgovoran operator izmjene naboja T JM .
Zahvaljujuc´i sfernoj simetriji, kvazicˇesticˇni parovi se mogu vezati u dobar angularni
moment tako da matricˇne jednadžbe u PN-RQRPA23 glase [19]:(
AJ BJ
B∗J A∗J
)(
XλJ
Y λJ
)
= Eλ
(
1 0
0 −1
)(
XλJ
Y λJ
)
. (3.27)
Vezane RQRPA matrice A i B u kanonskoj bazi se definiraju kao:
AJpn,p′n′ = H
11(J)
pp′ δµ′ν′ −H11(J)µ′ν δpp′
+ (upvnup′vn′ + vpunvp′un′)V
ph(J)
pn′np′ + (upunup′un′ + vpvnvp′vn′)V
pp(J)
pnp′n′ ,
(3.28)
BJpn,p′n′ = (−1)jp′−jn′+J(upvnvp′un′ + vpunup′vn′)V ph(J)pp′nn′
− (upunvp′vn′ + vpvnup′un′)V pp(J)pnp′n′ ,
(3.29)
gdje su p, p′, n, n′ protonska i neutronska kvazicˇesticˇna kanonska stanja, dok su V ph i
V pp proton-neutron rezidualne interakcije koje se odnose redom na cˇestica-šupljina i
cˇestica-cˇestica. Kanonska baza dijagonalizira matricu gustoc´e tako da su vjerojatnosti
popunjenja vp,n svojstvene vrijednosti. Med¯utim, to nije slucˇaj za polje sparivanja ∆ˆ
ni Diracov jednocˇesticˇni hamiltonijan srednjeg polja hˆD, uslijed cˇega se u izrazima za
matricˇne elemente H11nn′ i H
11
pp′ pojavljuju nedijagonalni cˇlanovi [14]:
H11κκ′ = (uκuκ′ − vκvκ′)hκκ′ − (uκvκ′ + vκuκ′)∆κκ′ . (3.30)
Ukupna snaga tako induciranog prijelaza glasi:
B±λJ =
∣∣∣∑
pn
〈p||T J ||n〉(XλJpn upvn + (−1)JY λJpn vpun)
∣∣∣2. (3.31)
Diskretna raspodjela snage je aproksimirana lorencijanom širine 1 MeV [19]:
R(E)± =
∑
λ
B±λJ
1
pi
Γ
2
(E − Eλ±)2 + (Γ2 )2
. (3.32)
Nadalje, izoskalarni dio interakcije ne doprinosi ph interakciji, dok je izovektorski dio
jedini koji doprinosi dvocˇesticˇnim matricˇnim elementom konacˇnog iznosa [14]:
〈pn′|1112|np′〉 = 0, (3.33)
〈pn′|~τ1~τ2|np′〉 = 2. (3.34)
23eng. PN-RQRPA = Proton-neutron relativistic quasiparticle random phase approximation
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Cˇlanovi interakcije ovisni o spin-izospinu proizlaze iz izmjene ρ i pi mezona. U RMF
racˇunu osnovnog stanja išcˇezava direktni doprinos jednopionske izmjene, no vrlo je
važan za racˇune pobud¯enja koji ukljucˇuju spinske i izospinske stupnjeve slobode.
Rezidualna interakcija cˇestica-šupljina se izvodi iz gustoc´e lagranžijana:
Lintpi+ρ = −gρψ¯γµ~ρµ~τψ −
fpi
mpi
ψ¯γ5γ
µ∂µ~piµ~τψ. (3.35)
Pretpostavlja se da je vezanje ρ mezona i nukleona funkcija vektorske gustoc´e (2.10)
gdje je barionska gustoc´a dana izrazom (2.11). Eksplicitna ovisnost o gustoc´i vezanja
uvodi dodatne rearrangement cˇlanove cˇiji su doprinosi kljucˇni za kvantitativni opis
pobud¯enih stanja. Iako su ukljucˇeni u odgovarajuc´e izoskalarne gustoc´e osnovnog
stanja, ipak izostaju u kanalu izmjene naboja. Rezidualna dvocˇesticˇna interakcija je:
V (r1, r2) = ~τ1~τ2(βγ
µ)1(βγµ)2gρ(ρv(r1))gρ(ρv(r2))Dρ(r1, r2)
−
(
fpi
mpi
)2
~τ1~τ2(Σ1∇1)(Σ2∇2)Dpi(r1, r2),
(3.36)
gdje su Dρ i Dpi mezonski propagatori definirani relacijom (A.23), a Σ je [18]:
Σ =
(
σ 0
0 σ
)
. (3.37)
Za vezanje ρ mezona se primjenjuje se funkcionalni oblik koji se koristi u DD-ME1
parametrizaciji:
gρ(ρv) = gρ(ρsat)e
−aρ(x−1), (3.38)
pri cˇemu je x dan jednadžbom (2.12), a ρsat oznacˇava vektorsku nukleonsku gustoc´u
zasic´enja u simetricˇnoj nuklearnoj materiji [14]. Za pseudovektorsko pion-nukleon
vezanje su na snazi standardne vrijednosti:
mpi = 138.0 MeV,
f 2pi
4pi
= 0.08.
(3.39)
Kako bi se ostvario kontaktni dio nukleon-nukleon interakcije, potrebno je ukljucˇiti
kontaktni Landau-Migdalov cˇlan:
Vδpi = g
′
(
fpi
4pi
)2
~τ1~τ2Σ1 ·Σ2δ(r1 − r2), (3.40)
gdje se parametar g′ ≈ 0.6 obicˇno prilagod¯ava tako da reproducira podatke energija
pobud¯enja Gamow-Teller rezonanci [13]. U nerelativisticˇkom limesu odgovarajuc´a
dvocˇesticˇna interakcija se reducira na poznati oblik G′0σ1~τ1 · σ2~τ2. Kanal izmjene
naboja ukljucˇuje dodatni doprinos jednopionske izmjene u usporedbi s RHB racˇunom
za osnovno stanje parno-parne jezgre.
PN-RQRPA model je potpuno konzistentan u smislu da se u oba kanala (ph i pp)
koriste iste interakcije kao i u RHB modelu. Takod¯er, pritom su korišteni i jednaki
parametri snage. Dakle, aproksimacija je formulirana u kanonskoj jednonukleonskoj
bazi RHB modela i proširena na opis pobud¯enih stanja izmjene naboja.
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Dvo-kvazicˇesticˇni konfiguracijski prostor ukljucˇuje sljedec´e kombinacije [19]:
• stanja s oba nukleona u diskretnim vezanim stanjima,
• stanja s jednim nukleonom u vezanom stanju i jednim u kontinuumu,
• stanja s oba nukleona u kontinuumu.
U svrhu konzistentnosti modela, neophodno je uz stanja pozitivne energije, ukljucˇiti
i parove formirane od potpuno ili djelomicˇno popunjenih stanja pozitivne energije te
praznih stanja negativne energije iz Diracovog mora.
RHB+RQRPA racˇun daje nuklearna svojstva koja ovise o odabiru efektivnog RMF
lagranžijana u kanalu cˇestica-šupljina i tretmanu sparivanja [19]. Kao u slucˇaju RHB
modela za pp kanal, i u T = 1 pp kanalu PN-RQRPA se za fenomenološku interakciju
sparivanja koristi dio Gogny sile (2.64) s D1S parametrizacijom danom u tablici 2.3.
Ova sila je pažljivo prilagod¯ena na svojstva sparivanja konacˇnih jezgara po cijelom
periodnom sustavu, a njezin konacˇni doseg automatski osigurava pravilan cut-off u
impulsnom prostoru. Za sparivanje u slucˇaju jezgara s otvorenim ljuskama u kanalu
T = 0 se upotrebljava slicˇna interakcija koja je kombinacija dvije Gaussove funkcije
– kratkodosežne odbojne i slabije dugodosežne privlacˇne [20]:
V12 = −V0
2∑
j=1
gje
− r
2
12
µ2
j ΠˆS=1,T=0, (3.41)
gdje je r12:
r12 = |r2 − r2|, (3.42)
dok ΠˆS=1,T=0 projecira na stanja sa S = 1 i T = 0. Rasponi za gausijane su preuzeti
iz Gogny interakcije:
µ1 = 1.2 fm,
µ1 = 0.7 fm,
(3.43)
a relativne snage su odabrane tako da sila na malim udaljenostima bude odbojna:
g1 = 1,
g2 = −2.
(3.44)
Jedini preostali slobodni parametar jest sveukupna snaga V0 [14]. Relativisticˇkim
racˇunima vremena poluživota β raspada jezgara bogatih neutronima neuspješnim
se pokazalo korištenje jedne konstantne vrijednosti sveukupne snage interakcije za
razlicˇita podrucˇja nuklearne mape. Stoga se koristi ansatz [20]:
V0 = VL +
VD
1 + ea+b(N−Z)
. (3.45)
Vrijednosti parametara su prilagod¯ene tako da se dobiju najbolji dostupni podaci za
vremena poluživota nestabilnih jezgara:
VL = 160.0 MeV,
VD = 15.0 MeV,
a = 7.2,
b = −0.3.
(3.46)
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3.3 Vremena poluživota β raspada
Kako je vec´ spomenuto, nuklearni β raspad je proces u kojem se jezgra od Z
protona i N neutrona raspada u susjednu jezgru istog broja nukleona pri cˇemu dolazi
do pn prijelaza. Za odred¯ivanje spektra antineutrina se razmatra β− raspad kod kojeg
jedan neutron prelazi u proton:
A(Z,N) −→ A(Z + 1, N − 1) + e− + ν. (3.47)
Vjerojatnost prijelaza se povezuje s nuklearnim matricˇnim elementima pocˇevši od
Fermijevog zlatnog pravila:
W =
2pi
~
∣∣∣〈φk(r)|H ′|φ0(r)〉∣∣∣2ρ(Ef ). (3.48)
Pocˇetno stanje |φ0(r)〉 se sastoji samo od osnovnog stanja pocˇetne jezgre |JiMiξ〉, dok
konacˇno stanje uz konacˇnu jezgru |JfMfξ〉 ima i neutralni lepton ν te nabijeni lepton
e−, a pojednostavljeno glasi:
|φk(r)〉 = 1
V
{
1 + i
√
4pi
3
(kr)Y10(θ, 0) +O((kr)
2)
}∣∣∣JfMfξ〉. (3.49)
Ocˇekivano s obzirom na pobud¯enje izmjene naboja pn koji se pritom odvija, operator
prijelaza je jednocˇesticˇan i sadržava izospinske operatore dizanja i spuštanja.
Nadalje, prema V − A teoriji su dva cˇlana koja doprinose u slaboj interakciji:
• 1 · τ± : reprezentira vektorski cˇlan V sa jakošc´u vezanja GV ,
• σ · τ±: reprezentira aksijalno vektorski cˇlan A sa jakošc´u vezanja GA.
Uvaživši navedene rezultate skupa s relacijama za pocˇetno i konacˇno stanje se dobije
izraz za matricˇni element prijelaza:
〈φk(r)|H ′′|φ0(r)〉 = 1
V
〈
JfMfξ
∣∣∣ A∑
j=1
[
GV τ±(j) +GAσ(j) · τ±(j)
]
×
[
1− i
√
4pi
3
(kr)Y10(θ, 0) +O((kr)
2)
]∣∣∣JiMiξ〉.
(3.50)
Prva dva cˇlana u razvoju su tzv. dozvoljeni prijelazi za koje operator prijelaza iznosi
1 cˇime je odred¯eno da se prenosi 0 jedinica angularnog momenta, pa je potrebno
je razmotriti samo spinske kvantne brojeve. Buduc´i da su elektron i antineutrino
fermioni, spin im iznosi 1/2 i stoga se mogu vezati paralelno ili antiparalelno:
• S = 0 −→ ∆J = 0 ; ∆pi = −1 : tzv. Fermijev ili superdozvoljeni raspad,
• S = 1 −→ ∆J = 0,±1 ; ∆pi = −1 : tzv. Gamow-Tellerov ili dozvoljeni raspad.
Viši cˇlanovi u razvoju matricˇnog elementa (3.50) su poznati kao zabranjeni prijelazi
[4]. Unatocˇ nazivu, ovi prijelazi se pojavljuju, ali su znacˇajno manje vjerojatni uslijed
narušenja pariteta što rezultira dugim vremenima raspada. Potisnuti su jer dolaze sa
faktorom kq, a kako su im Q-vrijednosti malene, onda je ujedno i transfer impulsa
malen. Za njih se u razmatranje mora uzeti i orbitalni angularni moment, jer operator
prijelaza prenosi ≥ 1 jedinica angularnog momenta.
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Za potrebe ovog rada se u razmatranje uzimaju sljedec´i tipovi raspada:
• dozvoljeni: L = 0,
• prvo-zabranjeni L = 0, 1.
Opc´enito vrijedi da se vremena poluživota dobivaju iz stopa raspada:
T1/2 =
ln 2
λβ
, (3.51)
a stopa β raspada za prijelaz izmed¯u pocˇetnog i konacˇnog nuklearnog stanja je [20]:
λβ =
ln 2
K
∫ p0
0
p2e(W0 −W )2F (Z,W )C(W ) dpe , (3.52)
gdje je pe kolicˇina gibanja elektrona u jedinicama mec, a p0 maksimalna vrijednost:
p0 =
√
W 20 − 1, (3.53)
dok je W je energija elektrona izražena u jedinicama mec2 [11]:
W =
E
mec2
+ 1, (3.54)
s maksimalnom vrijednošc´u W0 danom kao razlika nuklearnih masa:
W0 =
Mi −Mf
me
, (3.55)
što se aproksimira na sljedec´i nacˇin:
Mi −Mf ≈ λn − λp + ∆MnH − EQRPA. (3.56)
Konstanta K je izmjerena u superdozvoljenom β raspada:
K = (6144± 2)s, (3.57)
dok se konstanta gA odnosi na slabo aksijalno vezanje:
gA = − 1.2701(25). (3.58)
Faktor F (Z,W ) je Fermijeva funkcija koja korigira spektar na racˇun kulonskog
med¯udjelovanja izlaznog elektrona i jezgre, a detaljno je objašnjena u potpoglavlju
4.5.1. Faktor oblika C(W ) ovisi pak o tipu raspadu. Za zabranjene raspade ovisi o
energiji kako je navedeno jednadžbama (4.11) - (4.13) u poglavlju 4.4. Za dozvoljene
raspade ne ovisi o energiji te se u slucˇaju β raspada jezgara bogatih neutronima
jednostavno radi o Gamow-Tellerovoj reduciranoj vjerojatnosti prijelaza [20]:
C(W ) = B(GT )
= g2A
〈f ||∑k σktk−||i〉2
(2Ji + 1)
.
(3.59)
Naravno, suma ide po svim nukleonima, s time da je matricˇni element reduciran
samo s obzirom na operator spina σ u Condon-Shortley konvenciji. Condon-Shortley
faza se odnosi na kvantno-mehanicˇki faktor (−1)m za m > 0, 1. Uobicˇajena praksa je
fazni faktor ili ukljucˇiti u definiciju pridruženih Legendreovih polinoma ili ga dodati u
definiciju sfernih harmonika. Uobicˇajena praksa je fazni faktor ili ukljucˇiti u definiciju
pridruženih Legendreovih polinoma ili ga dodati u definiciju sfernih harmonika.
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Iako neobavezna, Condon-Shortley faza može pojednostaviti kvantno-mehanicˇke
operacije, poput primjene operatora dizanja i spuštanja koji prema konvenciji glase:
t−n = p
t+p = n.
(3.60)
Faktor oblika za prvo-zabranjene (FF24) prijelaze glasi [21]:
C(W ) = C0 + C1W + C−1
1
W
+ C2W
2, (3.61)
gdje su faktori C0, C1, C−1 i C2 definirani kako slijedi:
C0 =
[
ζ20 +
1
9
w2
]
(0)
+
[
ζ21 +
1
9
(x+ u)2 − 4
9
µ1γu(x+ u) +
1
18
W 20 (2x+ u)
2 − 1
18
λ2(2x− u)2
]
(1)
(3.62)
+
[
1
12
z2(W 20 − λ2)
]
(2)
,
C1 =
[
− 4
3
uY − 1
9
W0(4x
2 + 5u2)
]
(1)
−
[
1
6
W0z
2
]
(2)
, (3.63)
C−1 =
2
3
µ1γ
{
−
[
ζ0w
]
(0)
+
[
ζ1(x+ u)
]
(1)
}
, (3.64)
C2 =
1
18
[
8u2 + (2x+ u)2 + λ2(2x− u)2
]
(1)
+
1
12
[
(1 + λ2)z
2
]
(2)
, (3.65)
a pritom su uvedene pokrate [20]:
V = ξ′v + ξw′,
Y = ξ′y − ξ(u′ + x′),
ζ0 = V +
1
3
wW0,
ζ1 = Y +
1
3
(u− x)W0.
(3.66)
Broj u zagradama u indeksu se odnosi na rang operatora u uglatim zagradama, dok
za parametar γ vrijedi:
γ =
√
1− (αZ)2. (3.67)
Za kulonske valne funkcije se koriste aproksimacije:
µ1 ≈ 1,
λ2 ≈ 1.
(3.68)
Nadalje, definirana je velicˇina:
ξ =
αZ
2R
, (3.69)
R =
√
〈r〉2. (3.70)
24eng. FF = first-forbidden
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Matricˇni elementi za β− prijelaze u Condon-Shortley faznoj konvenciji glase [20]:
w = −gA
√
3
〈f ||∑k rk[Ck1 ⊗ σk]0tk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.71)
x = −〈f ||
∑
k rkC
k
1t
k
−||i〉√
2Ji + 1
, (3.72)
u = −gA
√
2
〈f ||∑k rk[Ck1 ⊗ σk]1tk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.73)
z = 2gA
〈f ||∑k rk[Ck1 ⊗ σk]2tk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.74)
w′ = −gA 2√
3
〈f ||∑k rkI(1, 1, 1, 1, rk)[Ck1 ⊗ σk]0tk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.75)
x′ = −2
3
〈f ||∑k rkI(1, 1, 1, 1, rk)Ck1tk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.76)
u′ = −gA2
√
2
3
〈f ||∑k rkI(1, 1, 1, 1, rk)[Ck1 ⊗ σk]1tk−||i〉√
2Ji + 1
. (3.77)
Matricˇni elementi povezani s relativisticˇkim korekcijama su:
ξ′v = −gA 〈f ||
∑
k γ
k
5 t
k
−||i〉√
2Ji + 1
, (3.78)
ξ′y = −〈f ||α
ktk−||i〉√
2Ji + 1
, (3.79)
pri cˇemu su γ5 i α Diracove matrice. Velicˇina CLM je:
CLM =
√
4pi
2L+ 1
YLM , (3.80)
gdje su YLM sferni harmonici. Buduc´i da matricˇni elementi ne ovise o energijama
elektrona i neutrina, integrali po faznom prostoru elektrona se racˇunaju neovisno te
se pojavljuju samo kao multiplikativni faktori. Funkcija I(1, 1, 1, 1, r) uzima u obzir
raspodjelu naboja tako da u aproksimaciji uniformne sferne raspodjele ima oblik:
I(1, 1, 1, 1, r) =
3
2

1− 1
5
(
r
R
)2
0 ≤ r ≤ R,
R
r
− 1
5
(
R
r
)3
r > R.
(3.81)
Sistematski racˇuni vremena poluživota beta raspada odred¯eni Gamow-Tellerovim
prijelazima su pokazali da teorijski matricˇni elementi trebaju biti potisnuti faktorom
q za koji se ispostavilo da je neovisan o pojedinom razmatranom prijelazu i približno
konstantan duž cijele nuklearne mape. Takod¯er, postoje dokazi koji idu u prilog tome
da je teorijskim pristupom preuvelicˇana snaga ukupnog prvo-zabranjenog prijelaza.
K tome, cˇini se da je faktor potiskivanja ovisan o prostoru modela koji se koristi te o
pojedinom prvo-zabranjenom operatoru. Gamow-Tellerovi i prvo-zabranjeni prijelazi
se za potrebe ovog rada potiskuju pomoc´u efektivne vrijednosti [20]:
gA = −1.0. (3.82)
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4 Rezultati
4.1 Eksperimentalna pozadina reaktorskih antineutrina
Postrojenja nuklearnih elektrana su najintenzivniji izvori antineutrina koji su pod
cˇovjekovom kontrolom. Prosjecˇno se po fisiji oslobodi oko 200 MeV energije, a duž
lanca β raspada fisijskih produkata se stvori 6 antineutrina. Na temelju tih podataka
bi se moglo ocˇekivati da se u punom kutu 4pi emitira nekih 2 × 1020ν/s iz reaktora
1 GW termalne snage. S obzirom da su nestabilni fisijski produkti zapravo jezgre
bogate neutronima, svi β raspadi su tipa β− tako da tok neutrina cˇine cˇisti elektronski
antineutrini [9].
Proces detekcije antineutrina se odvija putem tzv. inverznog β raspada:
ν + p −→ n + e+, (4.1)
pritom dolazi do uhvata antineutrina protonom (zbog zakona ocˇuvanja leptonskog
broja nije moguc´ proces uhvata od strane neutrona). Minimum energije potreban
za pokretanje reakcije iznosi 1.804 MeV, a udarni presjek je reda velicˇine 10−19 b =
10−43 cm2. O koliko nevjerojatno malom udarnom presjeku je rijecˇ (u usporedbi s
nukleon–nukleon udarnim presjekom raspršenja od 20 b) dolazi do izražaja izracˇuna
li se vjerojatnost da neutrino bude uhvac´en. Da bi vjerojatnost uhvata bila neka
razumna, neutrino mora proc´i kroz oko 1019cm materijala što je oko 10 svjetlosnih
godina. Ne cˇudi podatak da je bilo potrebno 25 godina eksperimentalnih napora da
bi se uhvatio jedan [4]. Konkretna eksperimentalna detekcija je izvedena genijalnom
serijom eksperimenata koje su 1950.-ih godina sproveli u djelo Reines i Cowan [11].
Cˇitav eksperimentalni postav se nalazio 11 m od nuklearnog reaktora, a 12 m ispod
zemlje kako bi se cˇim bolje zaštitili od kozmicˇkih zraka. Kao svoj neutrinski detektor
su koristili tekuc´i scintilator koji je bogat slobodnim protonima, a u njega su uveli
komponenetu Cd. Kad proton uhvati ν , dobiju se neutron i pozitron. Pozitron se u
scintilatoru brzo anihilira kroz reakciju:
e− + e+ −→ 2 γ (4.2)
što daje bljesak svjetlosti. Neutron putuje kroz tekuc´inu, a potrebno je otprilike 10 µs
da uspori dok ga konacˇno ne uhvati jezgra Cd koja ima veliki udarni presjek za uhvat
neutrona. Posljedicˇno, jezgra se nalazi u visoko pobud¯enom stanju koje se brzo vrac´a
u osnovno stanje i pritom emitira γ zraku. Dakle, karakteristicˇni signal za uhvat ν :
i) fotoni energije 0.511 MeV od anihilacije pozitrona i elektrona,
ii) γ zraka energije 9.1 MeV od uhvata neutrona.
Uspjeli su opaziti nekoliko dogad¯aja po satu koji su bili kandidati za uhvat ν , a mnogi
dodatni eksperimenti su potvrdili da je antineutrino prava cˇestica – ne samo puka
izmišljotina Paulijeve i Fermijeve mašte [4]. Eksperimenti antineutrina iz nuklearnih
reaktora igraju kljucˇnu ulogu u oblikovanju našeg razumijevanja fizikalnih svojstava
neutrina, a tome c´e tako biti i u buduc´nosti [11].
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U komercijalnim nuklearnim reaktorima, 238U predstavlja ∼ 97% pocˇetnih šipki
goriva, a buduc´i da njegovu fisiju poticˇu samo brzi neutroni, snazi reaktora doprinosi
svega ∼ 10% i malo se mijenja tijekom ciklusa [10]. U jezgri reaktora bi samo jedan
neutron, med¯u njih nekoliko generiranih fisijom 235U, trebao inducirati drugu fisiju,
tako da jezgra nikad ne dostigne režim prekriticˇnog rada. Dio neutrona biva uhvac´en
dominantnim izotopom 238U koji vodi na proizvodnju novih fisijskih izotopa: 239Pu
i u manjoj mjeri 241Pu. Ovo je proces izgaranja [9]. Dakle, tijekom tipicˇnog ciklusa,
dominantni doprinos 235U na pocˇetku ciklusa se polako smanjuje, dok se doprinos
jezgara proizvedenih u reaktoru 239Pu i 241Pu povec´ava [10].
Vec´ina modernih nuklearnih reaktora su tipa PWR25 u kojima se voda pod visokim
tlakom pumpa u reaktorsku jezgru gdje se zagrijava energijom koja je nusprodukt
fisije. Zatim zagrijana voda tecˇe u generator gdje se stvara para koja pokrec´e turbine,
a koje zauzvrat generiraju elektricˇnu energiju. Stlacˇena voda se, osim kao rashladno
sredstvno, koristi i kao moderator brzih fisijskih neutrona na nacˇin da se neutroni
višestruko sudaraju s laganim atomima vodika (zato je bolje da je voda cˇim gušc´a) jer
se tom povratnom spregom odvija tzv. proces samoregulacije zbog cˇega su ti reaktori
vrlo stabilni. Tipicˇno vrijeme trajanja ciklusa reaktora što je 1 godina [9]. Na srec´u,
fisije ta cˇetiri izotopa cˇine više od 99% svih reaktorskih antineutrina cˇija je energija
iznad praga inverznog β-raspada: 235U, 239Pu, 241Pu i 238U. Med¯utim, rezultirajuc´i tok
antineutrina je superpozicija tisuc´a grana β-raspada fisijskih fragmenata tih cˇetiriju
izotopa i prema tome, izazovan je racˇun pocˇevši od prvih principa [10].
Spektri elektrona koji odgovaraju fisijama aktinida 235U, 239Pu i 241Pu termalnim
neutronima, izmjereni su u periodu 1982.-1989. godine u seriji ILL26 eksperimenata
korištenjem β spektrometra BILL [10]. Tanke folije mete fisijskih izotopa 235U, 239Pu i
241Pu su bile izložene toku termalnih neutrona na 80 cm udaljenosti od centra sklopa
nuklearnog goriva. Jezgru reaktora je mogao napustiti vrlo mali postotak emitiranih
elektrona i to kroz ravnu vakuumsku cijev gdje su detektirani visoko rezolucijskim
elektronskim spektrometrom. Stope elektrona su se bilježile mjerenjem spektra u
magnetskom polju u koracima od 50 keV, pružajuc´i odlicˇno odred¯en oblik spektra
elektrona s ispod-postotnom statisticˇkom greškom. Objavljeni podaci su izglad¯eni
preko 250 keV. Ovisno o mjerenom izotopu, ILL spektri su dobiveni nakon kratkog
vremena zracˇenja, izmed¯u 12 sati i 1.8 dana [9]. Rezultati su izloženi u referentnim
radovima Feilitzsch et al. [22], Schreckenbach et al. [23] i Hahn et al. [24].
Dugo vremena jedino 238U nije imao eksperimentalno izmjeren spektar elektrona.
Konacˇno su 2013. godine u radu Haaga et al. [25] objavljeni rezultati eksperimenta
FRM II reaktora u Garchingu. Folije mete prirodnog urana su bile ozracˇene termalnim
i brzim neutronima te se emitirani β spektar bilježio elektronskim teleskopom koji
potiskuje γ zracˇenje. Tako dobiveni β spektar je normaliziran na podatke magnetskog
spektrometra BILL za 235U [25].
25eng. PWR = Pressurized Water Reactor
26fra. ILL = Institut Laue-Langevin (Grenoble, Francuska)
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4.2 Osvrt na prijašnje metode odred¯ivanja spektra antineutrina
Dva su generalna pristupa koja se koriste za izracˇunavanje spektra antineutrina:
1) tzv. metoda pretvorbe ili inverzije – temelji se na izmjerenom elektronskom
spektru koji je pridružen fisiji individualnih goriva, a koji se prilagod¯ava skupu
virtualnih β grana i tek zatim se pretvara u odgovarajuc´i spektar antineutrina.
Procedura se sastoji u dijeljenju elektronskog spektra na n dijelova jednake
širine, što je najjednostavniji i najekonomicˇniji odabir jer se minimizira broj
slobodnih parametara [10]. Pocˇevši od dijela najviše energije, nekoliko tocˇaka
podataka u tom dijelu se koristi za prilagodbu na krajnju tocˇku i omjer grananja
prve virtualne grane, uz pretpostavku dozvoljenog oblika pomoc´u jednadžbe:
N(Ee) = k(E0, Z)︸ ︷︷ ︸
norma
×Eepe(E0 − Ee)2︸ ︷︷ ︸
fazni prostor
×F (Z + 1, Ee)︸ ︷︷ ︸
Fermijeva funkcija
. (4.3)
Kad su parametri odred¯eni, cˇitav doprinos virtualne grane (od krajnje tocˇke
prema nultoj energiji) se oduzima od eksperimentalnog spektra i procedura se
ponavlja dok svih n grana nije okarakterizirano svojim intenzitetima i krajnjim
tocˇkama. Slobodni parametar n se optimizira tako da orginalni eksperimentalni
elektronski spektar i izvedeni prilagod¯eni budu med¯usobno cˇim slicˇniji [10].
Tad se prilagod¯ene virtualne grane pretvaraju u antineutrinske zamjenom [9]:
Eν = E0 − Ee, (4.4)
pritom je zanemaren odboj jezgre, tako da je ukupni antineutrinski spektar
suma svih pretvorenih antineutrinskih grana. Unatocˇ diskontinuitetu Fermijeve
funkcije u krajnjoj tocˇki pojedine grane, “pravi” antineutrinski spektar se cˇini
kontinuiran jer tisuc´e grana doprinose kvazikontinuiranosti raspodjele [10].
Autori ILL eksperimenata su koristili samo 30 virtualnih beta grana zbog cˇega
se oko svake virtualne krajnje energije pojavljivala lažna oscilacija s obzirom
na pravi spektar. Stoga su kompletnu proceduru ponavljali nekoliko puta, ali
opisujuc´i spektar nešto drugacˇijim skupom krajnjih energija. Stepenice u obliku
spektra su zaglad¯ene uzimanjem srednje vrijednosti svih spektara i grupiranjem
u cjeline od 250 keV umjesto 50 keV. Valja napomenuti da su korekcije tretirali
na samom kraju kao efektivnu linearnu korekciju [9].
Vogel je ispitao proceduru pretvorbe per se i ustanovio da se elektronski spektar
može pretvoriti u antineutrinski s greškom koja ne prelazi ∼ 1% ukoliko su (i)
dijelovi na koje je elektronski spektar podijeljen dovoljno mali, (ii) pretvoreni
spektar antineutrina se izglad¯uje grupiranjem u cjeline koje su nekoliko puta
vec´e od širine orginalnih dijelova te (iii) optimalni usrednjeni nuklearni naboj
〈Z〉 je neovisno poznat kao funkcija krajnje energije E0 [10]. Potonji podatak
se ispostavio izrazito važan za oblik visoko-energijskog dijela antineutrinskog
spektra [9]. Prema tome, neodred¯enost rezultirajuc´eg spektra je kombinacija
eksperimentalnih neodred¯enosti ILL spektra i neodred¯enosti same procedure.
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2) tzv. metoda sumacije ili ab initio – koristi sve dostupne podatke o β raspadima
svakog fisijskog fragmenta, sumirajuc´i individualni β spektar svakog nuklida,
pritom otežan njegovim doprinosom u fisiji [10], što se može raspisati ovako:
Stot(E) =
∑
k= 235U, 239Pu, 241Pu, 238U
αkSk(E), (4.5)
Sk(E) =
Nf∑
f=1
A(t)Sf (E), (4.6)
Sf (E) =
Nb∑
b=1
BRbfS
b
f (Zf , Af , E
b
0f , E), (4.7)
gdje je αk broj fisija k-tog goriva u razmatranom vremenu, A(t) aktivnost f -tog
fisijskog produkta, aNb broj b-ta grana, dok su Sk(E), Sf (E) i Sbf (Zf , Af , E
b
0f , E)
odgovarajuc´i β spektri normalizirani na jednu fisiju, redom fisijskog goriva,
fisijskog produkta te pojedine grane. Nadalje, E je kineticˇka energija emitiranih
elektrona, a Eb0f krajnja energija b-te grane f -tog fisijskog produkta, dok su Zf
i Af broj naboja i mase jezgre roditelja. Grane povezuju osnovno stanje (ili pak
izomerno stanje) jezgre roditelja sa razlicˇitim pobud¯enim nivoima jezgre kc´eri.
Omjer grananja BRbf se normalizira na parcijalnu širinu β raspada koja iznosi
1 ako je roditelj cˇisti β− emiter, a inacˇe je < 1 [9].
Jednadžbe (4.5) - (4.7) vrijede i za elektronske i antineutrinske spektre. Izraz
za elektronski spektar b-te grane je jednak spektru pojedinog β raspada (4.3).
Ponovno se antineutrinski spektar b-te grane dobije zamjenom (4.4). Relacija
jedan-na-jedan je valjana samo na razini pojedinacˇne beta grane. Naime, radi
se o jedinstvenom svojstvu ab initio postupka da elektronske i antineutrinske
spektre predvid¯a s jednakom tocˇnošc´u. Spektar je, naravno, normaliziran [9].
Ova metoda trenutno ima znacˇajno vec´e neodred¯enosti zbog neodred¯enosti i
podataka o β raspadima i fisijskih doprinosa što se posebno odnosi na fisijske
fragmente s vrlo kratkim vremenima života koji zato imaju visoke Q vrijednosti.
Jedan izlaz predstavljaju razlicˇiti nuklearni modeli [10].
Visoko-energijski dijelovi spektra mogu biti preuvelicˇani i zbog pandemonijskog
efekta [9]. Naime, omjeri grananja i krajnje tocˇke se odred¯uju mjerenjem gama
zracˇenja emitiranog neposredno nakon β prijelaza pomoc´u visoko rezolucijskih,
ali nisko efikasnih Ge kristala. U slucˇaju velikog Q, dio β grana povezuje jezgru
roditelja s vrlo pobud¯enim nivoima jezgre kc´eri, pa je prijelaz ili raspodijeljen
preko nekoliko manjih γ zraka ili koncentriran u jednoj vec´oj γ zraci, tako da
eksperimentalna aparatura može propustiti dio ili cˇitavu gama kaskadu. Efekt
se može izbjec´i eksperimentalnim tehnikama razlicˇitim od β − γ koincidencije
(npr. mjerenja Tenglada et al. i Greenwooda et al.). Kvalitetna mjerenja mogu
poboljšati predvid¯anja kako je pokazano u cˇlanku [26]. K tome, koristi se i
Grossova teorija za jezgre za koje se sumnja da pate od pandemonijskog efekta.
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4.3 Anomalija reaktorskih antineutrina
Kako je vec´ istaknuto, ab initio metoda ima velika ogranicˇenja zbog nepoznatih
doprinosa egzoticˇnih jezgara. Ipak, β prijelazi dani u nuklearnim bazama podataka
predstavljaju oko 90% ILL spektra [9]. Ove fizikalne raspodjele krajnjih tocˇaka i
nuklearnih naboja su dragocjene informacije za kontroliranje pretvorbe elektronskog
i antineutrinskog spektra. Mueller et al. su to kombinirali sa vrlo preciznim ILL
podacima elektrona za poboljšano predvid¯anje spektra antineutrina.
Nova mješovita ili hibridna metoda omoguc´ava komplementarni ab initio pristup,
ali sa strategijom iskorištavanja svih podataka dostupnih u modernim nuklearnim
bazama podataka pritom smanjujuc´i oslanjanje na nuklearne modele. Konkretno,
korištenje efektivnih grana se ogranicˇava na prilagodbu samo onih nekoliko posto
koji cˇine razliku s obzirom na referentne ILL elektronske podatke. Na ovaj nacˇin se
raspodjela β grana drži vrlo blizu fizikalnoj, a korekcije se mogu primijeniti na razini
grane. Motivaciju za ovakav pristup cˇini što je u slucˇaju poznatih svih parametara β
raspada, ujedno i grana antineutrina poznata na nacˇin neovisan o modelu te se sve
greške ulaznih parametara u principu mogu propagirati [9].
Zabranjenost β prijelaza se izvodi iz spina i pariteta povezanih nuklearnih nivoa.
Ukoliko ta informacija nedostaje ili je nepotpuna, po defaultu se bira najniža moguc´a
zabranjenost, a svi prijelazi oznacˇeni kao zabranjeni se prisilno uzimaju kao da su
jedinstvenog tipa. Zatim se ukupni β spektar jednog fisijskog izotopa gradi kao suma
spektara svih fisijskih fragmenata otežanih njihovom aktivnošc´u. Pritom se koriste
svi dostupni podaci iz ENSDF27 plus jezgre iz “pandemonijski korigiranih” mjerenja.
Svaki izmjereni β spektar se mora prilagoditi na skup grana. Ove grane se razlikuju
od virtualnih grana korištenih za prilagodbu ILL podataka time što im je nuklearni
naboj savršeno poznat. K tome, doprinos koji nedostaje da se postigne podudaranje
s ILL elektronskim spektrom, prilagod¯ava se korištenjem skupa od pet efektivnih β
grana s nuklearnim nabojem Z = 46 (odabran kao srednja vrijednost raspodjele
fisijskih produkata) uz pretpostavku da su prijelazi dozvoljenog tipa. Normalizacija i
krajnja tocˇka su dva slobodna parametra za svaku granu.
Uspored¯ujuc´i antineutrinske ostatke dobivene korištenjem neovisnih doprinosa
nakon 36 sati umjesto 12 sati ili cˇak kumulativnih fisijskih doprinosa koji odgovaraju
ravnotežnom režimu nakon konacˇnog vremena zracˇenja, može se uocˇiti da su time
uzrokovane varijacije u antineutrinskom spektrima zanemarive (≤ 1%) što se može
objasniti cˇinjenicom da, iako razlicˇiti skupovi fisijskih doprinosa utjecˇu na promjenu
oblika ab initio spektra za nekoliko posto, ta promjena biva apsorbirana virtualnim
granama koje se prilagod¯avaju na doprinose koji nedostaju u odnosu na ILL spektar
elektrona. Raspodjele nuklearnih naboja i krajnjih energija u podlozi ostaju vrlo
slicˇne, a to vodi na iste finalne ostatke. Ovim se ilustrira kako se mješoviti pristup
rješava dominantnih grešaka ab initio pristupa [9].
27eng. ENSDF = Evaluated Nuclear Structure Data Files
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Mueller et al. su u istom cˇlanku [9] proveli racˇun pogreške koji pokazuje da
su poboljšani spektri trenutno najprecizniji. Konacˇna pogreška jest usporediva s ILL
spektrima, cˇak se dobilo dobro slaganje oblika, ali je srednja vrijednost normalizacije
pomaknuta za oko +3%. Upravo to opažanje da srednja vrijednost eksperimentalno
dobivenog toka reaktorskih antineutrina na udaljenostima reaktor-detektor manjim
od 100 m broji tek 0.943±0.023, umjesto 0.976±0.024 teorijskog ocˇekivanja se naziva
anomalija reaktorskih antineutrina [8].
U med¯uvremenu se pojavilo više moguc´ih objašnjenja anomalije, med¯utim još
nijedno nije potvrd¯eno:
• Odmah prilikom izlaganja rezultata mješovite procedure, Mueller et al. su se
osvrnuli na potencijalno objašnjenje [9]. Prema definiciji, procedura prilagodbe
optimizira parametre virtualnih elektronskih grana tako da se ukupni spektar
elektrona uvijek podudara s ILL podacima. Stoga je u procesu pretvorbe, samo
antineutrinski spektar osjetljiv na cˇlanove korekcije. Kada su primjenjene na
razini grane, korekcije odstupaju od efektivne formule i predvid¯en pomak od
3% objašnjavaju u podrucˇju niskih energija. Valja naglasiti da poboljšanje nije
ucˇinjeno u pogledu teorijskih izraza za korekcije, vec´ je jedino revidiran nacˇin
implementacije. Na višim energijama, dominantni izvor odstupanja dolazi od
parametrizacije raspodjele naboja pridruženog virtualnim β granama uslijed
pregrube aproksimacije konstantnim nuklearnim nabojima.
• Mention et al. su ponudili objašnjenje ove anomalije u vidu nove fizike prema
kojoj standardni neutrini koji nose slabi nuklearni naboj mogu oscilirati u tzv.
“sterilini” neutrino koji ne nosi slabi nuklearni naboj te zato bježi detekciji [8].
• Huber je ponovno istraživao i potvrdio zakljucˇke Muellerovog rada [9], s tim da
su u njegovom radu [11] ispitani efekti razlicˇitih korekcija na ocˇekivane spektre
antineutrina. Med¯utim, ispostavilo se da sve te korekcije zajedno nisu dostatne
da objasne anomaliju.
• Za razliku od Huberovog rada gdje su analizirani samo dozvoljeni raspadi,
Hayes et al. su na cˇetiri razlicˇita nacˇina ispitali utjecaj prvo-zabranjenih (FF)
raspada uz pretpostavku nekih virtualnih FF grana. Ustanovljeno je da rezultati
mogu odgovarati velicˇini toka antineutrina koji nedostaje [12].
• No, stvarni FF raspadi su mnogo kompliciraniji od oblika pretpostavljenog u
radu Hayes et al., pa su Fang i Brown ispitali koji efekt realisticˇni FF raspad ima
na antineutrinski spektar u sklopu racˇuna mikroskopske nuklearne strukture.
Analiziranjem FF grana raspada parno-parnih jezgara su došli do zakljucˇka da
FF raspadi mogu biti odgovorni za dio antineutrina koji nedostaju u anomaliji
reaktorskih antineutrina [21].
Sa sigurnošc´u se može konstatirati da su potrebna dodatna istraživanja koja bi
ukazala na pravo objašnjenje anomalije reaktorskih antineutrina. Nova mjerenja β
raspada odabranih fisijskih produkata bi mogla donijeti nova spektralna predvid¯anja,
neovisna od mjerenja [22] - [24], jedinstvena još od 1980.-ih godina.
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4.4 β spektar pojedinog prijelaza
Nastavno na razmatranja iz potpoglavlja 3.3, dozvoljeni ili Gamow-Teller spektar
se izvodi iz stope β raspada dane jednadžbom (3.52) kao derivacija s obzirom na
energiju elektrona:
dNβ
dW
= Nβ
dλβ
dW
= pe(W0 −W )2C(W ), (4.8)
tako da osnovni, tj. bez korekcija, dozvoljeni β spektar glasi [4]:
Nβ(W ) = K p
2
e (W −W0)2︸ ︷︷ ︸
fazni prostor
C(W ), (4.9)
gdje su normalizacijska konstanta K, kolicˇina gibanja elektrona pe, trenutna W i
maksimalna W0 energija elektrona te faktor oblika C(W ) definirani jednadžbama
(3.53) - (3.59) te (4.24).
Fisijski fragmenti sadrže i znacˇajan udio grana zabranjenih prijelaza pri kojima
dolazi do promjene pariteta izmed¯u pocˇetnog i konacˇnog stanja. Najvažniji med¯u
njima su prvo-zabranjeni (FF) za koji su moguc´a 3 tipa prijelaza pridružena razlicˇitim
promjenama spina [21]:
∆Jpi = 0−, 1−, 2−. (4.10)
Opc´enito, faktor oblika za FF prijelaze je dan jednadžbom (3.61). Med¯utim, svaki tip
ima drugacˇije matricˇne elemente te prema tome i drugacˇiju ovisnost oblika spektra o
energiji W :
C∆J=0(W ) =C0 + C−1/W, (4.11)
C∆J=1(W ) =C0 + C1W + C−1/W + C2W 2, (4.12)
C∆J=2(W ) =C0 + C1W + C2W
2, (4.13)
gdje su koeficijenti C0, C1, C−1 i C2 definirani jednadžbama (3.62) - (3.65) [20].
Za potrebe ovog rada su se koristili prvo-zabranjeni prijelazi 0−, 1− i 2− te su na
slici 4.1 uspored¯eni sa dozvoljenim Gamow-Teller prijelazom. Iz toga se vidi da je 0−
prijelaz oblika sukladnog GT prijelazu, zatim da je 2− prijelaz širih krakova i nižeg
maksimuma, dok 1− ima viši maksimum pomaknut prema vec´im energijama.
Analogni racˇun primjenjen na osnovni spektar antineutrina glasi [21]:
Nν (Wν ) = KW
2
ν
√
(W0 −Wν )2 − 1 C(W0 −Wν ), (4.14)
gdje je Wν energija antineutrina u jedinicama me. Usporedbom pripadnih spektara
elektrona i antineutrina se može uocˇiti da elektronski spektar dostiže maksimum
na nižim energijama od antinutrinskog zbog toga što elektrone privlacˇi pozitivno
nabijena jezgra. Osim toga, spektar elektrona ima konacˇnu vrijednost na energiji
0, što se kod spektra antineutrina reflektira oštrim rezom na maksimalnoj energiji
antineutrina [4].
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Slika 4.1: Usporedba Gamow-Tellerovog i prvo-zabranjenih prijelaza za β spektar
Cˇinjenica je da je trenutno znanje β spektara iz fisijskih produkata prilicˇno slabo.
Vec´ina preciznih spektara je izmjerena samo za nuklide blizu doline stabilnosti što
automatski povlacˇi da se radi o znatno nižim Q vrijednostima [27]. Upravo pokazana
vrlo velika slicˇnost 0− spektra dozvoljenom spektru je omoguc´ila korištenje oblika
dozvoljenog spektra za opis raspada kod jezgara 92Rb i 96Y u radu [27] jer obje∼ 95%
podliježu prvo-zabranjenim prijelazima s osnovnog stanja 0− na osnovno stanje 0+.
Problemu faktora oblika zabranjenih prijelaza se može pristupiti i aproksimativno
kako je primjenjeno u referenci [11]. Pritom se za zabranjene raspade jednostavni
faktor faznog prostora množi dodatnim faktorom kako su navedeni u tablici 4.1
ovisno o tipu zabranjenog prijelaza. Dodatni faktori su simetricˇni na zamjenu pe i
pν , pa svaka promjena β oblika simetricˇna izmed¯u Eν i Ee, ne mijenja ν spektar.
Zahvaljujuc´i tome se dobilo da su korekcije zabranjenih raspada na invertirani ILL
spektar antineutrina malog iznosa unatocˇ sveukupno velikom doprinosu zabranjenih
raspada kod fisijskih fragmenata.
faktor uz fazni prostor p2(W −W0)2 jedinstveni nejedinstveni
p2ν + p
2
e prvi drugi
p4ν +
10
3
p2νp
2
e + p
4
e drugi trec´i
p6ν + 7p
4
νp
2
e + 7p
4
ep
2
ν + p
6
e trec´i cˇetvrti
Tablica 4.1: Dodatni faktori za fazni prostor zabranjenih prijelaza
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4.5 Korekcije na β spektar
Za precizne racˇune je potrebno osnovni β spektar (4.9) proširiti ukljucˇivanjem
dodatnih cˇlanova koji kompenziraju efekte cˇime modificirani β spektar postaje [11]:
Nβ(W ) = Kp
2
e(W −W0)2C(W ) osnovni spektar
× F (Z,W ) Fermijeva korekcija
× L(Z,W ) korekcija elektromagnetske interakcije
× C(Z,W ) korekcija slabe interakcije
× S(Z,W ) korekcija zasjenjenja
× Gβ(Z,W ) radijativna korekcija
× (1 + δWMW ). korekcija slabog magnetizma
(4.15)
Analogno se sljedec´im zamjenama poboljšava i spektar antineutrina (4.14):
W → W0 −W,
Gβ → Gν .
(4.16)
Kako je u potpoglavlju 4.4 izloženo, vrijede ista objašnjenja i jednadžbe za elemente
osnovnog spektra: K, pe, W i W0.
Valja istaknuti razliku izmed¯u faktora oblika C(W ) i preostalih cˇlanova. Faktor
oblika donosi dodatnu ovisnost o energiji koja je izvan trivijalnog faktora faznog
prostora Fermijeve teorije nuklearnog β raspada, a proizlazi iz nuklearnog matricˇnog
elementa koji povezuje pocˇetno i konacˇno stanje. Da njegova kompleksnost ovisi
o zabranjenosti prijelaza, tocˇnije o spin-paritetu povezanih nivoa, vec´ je prethodno
istaknuto u potpoglavlju 3.3. U slucˇaju dozvoljenih prijelaza ne ovisi o energiji te mu
je vrijednost jednaka snazi Gamow-Teller prijelaza koja ovisi o stanjima u kojima se
nalaze neutron i proton, te o jezgri [9]. Za razliku od tog faktora, sve korekcije na
spektar F (Z,W ), L(Z,W ), C(Z,W ), S(Z,W ), G(Z,W ) i (1+ δW ) se odnose jednako
na prvo-zabranjene, kao i dozvoljene prijelaze.
Med¯u njima je svakako najvažnija korekcija kulonskog polja, dana Fermijevom
funkcijom F (Z,W ) koja je objašnjena u potpoglavlju 4.5.1. Korekcije L(Z,W ) i
C(Z,W ) su posljedica konacˇne velicˇine jezgre, a obrad¯ene su u potpoglavlju 4.5.2.
Korekcija slabog magnetizma (WM28) pripada klasi tzv. induciranih struja, tj.
struja koje ne odgovaraju sparivanju prisutnom u pocˇetnom hamiltonijanu, a koje
se pojavljuju samo pri konacˇnom prijenosu kolicˇine gibanja. Njihov izvod pocˇiva na
konceptu ocˇuvanih vektorskih struja (CVC29) [11]. Korekcija S(Z,W ) se odnosi na
zasjenjenje nuklearnog naboja, a radijativne korekcije G(Z,W ) proizlaze iz zracˇenja
virtualnih i realnih fotona.
Na slici 1. u referenci [11] su uspored¯ene relativne velicˇine korekcija za tipicˇni β
raspad na osnovu cˇega se može vidjeti da su korekcije L(Z,W ) i C(Z,W ) znacˇajno
vec´e od S(Z,W ), G(Z,W ) te δWM što opravdava njihov odabir za daljnju analizu.
28eng. WM = Weak Magnetism
29eng. CVC = Conserved Vector Currents
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4.5.1 Korekcija nuklearnog kulonskog polja
Vodec´a QED30 korekcija nuklearnog β raspada je tzv. Fermijeva funkcija [11]:
F (Z,W ) = 2 (γ + 1) (2pR)2 (γ−1) epiαZW/p
|Γ(γ + iαZW/p)|2
Γ(2γ + 1)2
. (4.17)
Fermijeva funkcija uracˇunava cˇinjenicu da se izlazni elektron giba u kulonskom polju
jezgre, a izvedena je iz rješenja Diracove jednadžbe za tocˇkaste i beskonacˇno teške
jezgre. Manifestira se tako što usporava elektrone. Upravo to je razlog zašto spektar
elektrona pocˇinje vrijednošc´u razlicˇitom od nule pri nultoj kineticˇkoj energiji, a što se
na antineutrinski spektar prevodi kao oštra stepenica pri krajnjoj energiji te dovodi
do diskontinuiteta prilikom sumiranja nekoliko grana razlicˇitih krajnjih tocˇaka [9].
Ovisnosti korekcije o parametrima su prikazane na slici 4.2.
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Slika 4.2: Ovisnost korekcije F o parametrima Z, A i E0 za β spektar
30eng. QED = Quantum Electrodynamics
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4.5.2 Korekcije konacˇne velicˇine
Za korekcije konacˇne velicˇine jezgre, potrebna je mjera polumjera jezgre. Pomoc´u
tzv. Eltonove formule se izražava u jedinicama mec2 [11]:
R = 0.0029A1/3 + 0.0063A−1/3 − 0.017A−1. (4.18)
Uslijed razlicˇitog oblika raspodjele naboja, poput varijante da je naboj konstantan
unutar jezgre ili pak da su svi naboji na površini, dolazi do vrlo malih razlika koje se
mogu zanemariti. Takod¯er, razumne varijacije Eltonove formule imaju tek minoran
utjecaj na rezultate (10% promjene vrijednosti A mijenja ukupni tok za 0.05%) [11].
Posljedice konacˇne velicˇine, tj. gibanja nukleona unutar nuklearnog potencijala su:
i) raspodjela elektricˇnog naboja više nije tocˇkasta – elektromagnetski efekt L:
L(Z,W ) = 1 +
13
60
(αZ)2 −WR 41− 26γ
15(2γ − 1)αZRγ
17− 2γ
30W (2γ − 1)αZ
+ a−1
R
W
+
5∑
n=0
an(WR)
n + 0.41(R− 0.0164)(αZ)4.5,
(4.19)
gdje se an racˇunaju formulom:
an =
6∑
x=1
bx(αZ)
x, (4.20)
a koeficijenti bx se navedeni u tablici 4.2:
b1 b2 b3 b4 b5 b6
a−1 0.115 −1.8123 8.2498 −11.223 −14.854 32.086
a0 −0.00062 0.007165 0.01841 −0.53736 1.2691 −1.5467
a1 0.02482 −0.5975 4.84199 −15.3374 23.9774 −12.6534
a2 −0.14038 3.64953 −38.8143 172.137 −346.708 288.787
a3 0.008152 −1.15664 49.9663 −273.711 657.629 −603.703
a4 1.2145 −23.9931 149.972 −471.299 662.191 −305.68
a5 −1.5632 33.4192 −255.133 938.53 −1641.28 1095.36
Tablica 4.2: Koeficijenti bx ovisno o vrijednosti an
ii) raspodjela hipernaboja više nije tocˇkasta – korekcija slabe interakcije C:
C(Z,W ) = 1 + C0 + C1W + C2W
2, (4.21)
pri cˇemu vrijedi:
C0 = −233
630
(αZ)2 − 1
5
(W0R)
2 +
2
35
αZW0R,
C1 = −21
35
RαZ − 4
9
W0R
2,
C2 = −4
9
R2.
(4.22)
Ovisnosti korekcija L i C posebno o parametrima Z, A i E0 za hipotetske β raspade
su prikazane na slikama 4.3 i 4.4.
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Slika 4.3: Ovisnost korekcije L o parametrima Z, A i E0 za β spektar
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Slika 4.4: Ovisnost korekcije C o parametrima Z, A i E0 za β spektar
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4.5.3 Usporedba korekcija
Na slici 4.5 su uspored¯ene relativne velicˇine upotrebljenih korekcija F (Z,W ),
L(Z,W ) i C(Z,W ) za hipotetski β raspad s parametrima atomskog broja Z = 50,
masenog broja A = 150 i energijom oslobod¯enom tijekom raspada E0 = 10 MeV.
Oblik i velicˇina korekcija L(Z,W ) i C(Z,W ) se slaže sa slikom 1) u referenci [11].
Kao što je i bilo ocˇekivano, Fermijeva funkcija višestruko odskacˇe od ostalih korekcija.
Uocˇava se da generalno snage svih korekcija opadaju s porastom energije prijelaza.
Pogreška aproksimacije konacˇnog dosega elektromagnetske korekcije L(Z,W )
dana jednadžbom (4.19) u usporedbi s numericˇki tocˇnim rezultatima je manja od
10−5. Takod¯er, procjenjuje se da su pogreške obje korekcije konacˇnog dosega L(Z,W )
i C(Z,W ) manje od 10% njihove velicˇine te se stoga mogu zanemariti kao relevantan
izvor pogreške [11].
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Slika 4.5: Usporedba snage korekcija F , L i C za β spektar
Buduc´i da je Fermijeva funkcija F (W ) najznacˇajnija korekcija spektra, potrebno je
osvrnuti se na fizikalno objašnjenje utjecaja kulonskog polja. Poluklasicˇno gledano,
izlazni elektron iz β raspada med¯udjeluje s jezgrom kc´eri putem privlacˇne kulonske
interakcije što za rezultat daje više niskoenergijskih elektrona. Preciznije govorec´i,
sa stajališta kvantne mehanike – kulonski potencijal unutar jezgre kc´eri uzrokuje
devijaciju valne funkcije elektrona od oblika ravnog vala za slobodne cˇestice [4]:
ϕe(r) =
1√
V
eip·r/~. (4.23)
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4.6 β spektar pojedine jezgre
Nestabilne jezgre se mogu raspasti u više konacˇnih stanja. Stoga je prvo potrebno
izracˇunati β i ν spektre za svaki prijelaz prema izrazima (4.9) i (4.14), pritom se u
obzir uzimaju Gamow-Tellerovi (GT) sami ili sa prvo-zabranjenim (FF) prijelazima,
a potom se provodi normalizacija spektra što za rezultat daje osnovni spektar jezgre.
Primjera radi, na slici 4.6 je prikazan eksperimentalni spektar jezgre 7430Zn. Kako
se vidi, pocˇetna jezgra se može raspasti u nekoliko stanja |i〉 u konacˇnoj jezgri 7431Ga.
Omjer grananja ili parcijalna stopa raspada je omjer parcijalne vjerojatnosti prijelaza
u odred¯eno konacˇno stanje (parcijalna konstanta raspada λi) i ukupne vjerojatnosti
prijelaza iz danog pocˇetnog stanja (konstanta raspada λ). Tim faktorom se otežavaju
spektri razlicˇitih prijelaza prilikom zbrajanja u ukupni spektar pojedine jezgre.
Slika 4.6: Eksperimentalni spektar jezgre 7430Zn
Kod funkcija koje se ne mogu reprezentirati polinomom trec´eg ili nižeg reda,
jedini nacˇin kontroliranja pogreške pri integraciji je smanjivanje koraka do mjere
da dovoljno malen korak rezultira zanemarivom pogreškom što je tzv. Simpsonovo
kompozitno pravilo. U tom slucˇaju normalizacija se provodi dijeljenjem intervala na
paran broj n jednakih podintervala koji su dovoljno maleni te se unutar njih primjeni
standardno pravilo, a rezultati se sumiraju u aproksimaciju:∫ b
a
f(x) dx ≈ b− a
3n
[
f(x0) + 2
n/2−1∑
j=1
f(x2j) + 4
n/2∑
j=1
f(x2j−1) + f(xn)
]
, (4.24)
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Korigirani spektar jezgre se dobije analognim postupkom iz jednadžbe (4.15) gdje
su efekti ukljucˇeni vec´ na razini pojedinog prijelaza. Sa slike 4.7 se vidi da su ukupni
β spektri s korekcijama pomaknuti prema nižim energijama u odnosu na osnovni
spektar. Razlikuju se time što spektar jezgre samo sa F (Z,W ) ima niži maksimum,
dok onaj sa F (Z,W ), L(Z,W ) i C(Z,W ) korekcijama ima vec´i. Fermijeva funkcija je
odgovorna i za odstupanje u ishodištu gdje su korigirani spektri vec´i od osnovnog.
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Slika 4.7: Ukupni β spektar jezgre bez korekcija, samo s F te s F,L,C korekcijama
Efekt prvo-zabranjenih prijelaza na spektar se može pokazati na primjeru izotopa
116Pd i 124Pd, znacˇajno razlicˇitog udjela FF prijelaza kako je navedeno u tablici 4.3.
Usporedbom njihovih spektara (slike 4.8a i 4.8b) se zorno vidi da su spektri sa i bez
FF prijelaza gotovo identicˇni u slucˇaju malog udjela FF prijelaza kod izotopa 116Pd,
dok se odstupanje javlja za izotop 116Pd s vec´im udjelom FF prijelaza. Kod obje jezgre
dominira dozvoljeni prijelaz ν1g7/2 → pi1g9/2 jer su oba stanja g istog pariteta, premda
razlicˇitog angularnog momenta, valne funkcije su im slicˇne, pa je njihov preklop, i
prema tome matricˇni element, vrlo velik. Takav ishod se može objasniti uvidom u
konfiguraciju nukleona. Izotop 116Pd ima 46 protona i 70 neutrona što znacˇi da je
orbitala h11/2 potpuno prazna, kod neutrona su popunjena stanja samo pozitivnog
pariteta i na raspolaganju su jedino slobodna stanja pozitivnog pariteta od kojih je
najpovoljnija orbitala g9/2 s 4 šupljine. Ocˇekivano, zabranjeni prijelazi su vrlo slabi.
S druge pak strane, izotop 124Pd ima 8 neutrona više cˇime je prakticˇki popunjeno oko
2/3 orbitale h11/2 negativnog pariteta, pa su moguc´i prijelazi koji mijenjaju paritet, tj.
zabranjeni. Med¯u njima preko 90% brzine raspada cˇini 1− prijelaz ν1h11/2 → pi1g9/2.
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prijelaz GT 0− 1− 2−
116Pd 1 2 5 6
124Pd 12 6 18 24
Tablica 4.3: Usporedba izotopa s razlicˇitim udjelima prvo-zabranjenih prijelaza
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(a) β spektar jezgre s malim udjelom zabranjenih prijelaza
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Slika 4.8: Usporedba β spektra jezgre ovisno o udjelu zabranjenih prijelaza
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4.7 Kumulativni spektri fisijskih izotopa
Za sva goriva nuklearnih reaktora 239Pu, 241Pu, 235U i 238U, fisijski fragmenti su
široko raspodjeljeni po nuklearnim masama i nabojima što se zorno može vidjeti sa
slika 4.9 (a) - (h) preuzetih s [28]. Vec´ina ih je radioaktivna te imaju kompleksne
sheme β raspada, a superpozicija svih njih rezultira kumulativnim spektrima [10].
Za fisiju potaknutu neutronima, raspodjela kumulativnih doprinosa ima dva vrha
za fisijske produkte. Jedan od njih je centriran blizu 94Sr, a drugi blizu 140Xe što se
takod¯er može vidjeti sa slika 4.9 (a) - (h). Oba ova podrucˇja mogu imati usporedive
kolicˇine FF grana [27]. U ovom radu je fokus na primjenu RQRPA kako bi se ispitao
utjecaj FF β raspada na oblik spektra elektrona i antineutrina. Vec´ se na osnovu
spektra pojedine jezgre, na slikama 4.8a i 4.8b može uocˇiti da u slucˇaju vec´eg udjela
FF grana dolazi do odstupanja spektra od oblika dozvoljenog (GT) prijelaza.
Kumulativni fisijski spektri elektrona i antineutrina u ravnotežnim reaktorskim
uvjetima za dani aktinid se odred¯uju sumom velikog broja spektara S(W,Zi, Ai) svih
individualnih nestabilnih fisijskih fragmenata Fi [29]:
N(W ) =
n∑
i=0
Ri
m∑
j=0
fijSij(W,Zi, Ai), (4.25)
gdje je Ri ravnotežna stopa raspada izotopa i u jezgri reaktora. Izotop se raspada
na pojedinu razinu energije j jezgre izotopa s relativnom vjerojatnošc´u ili udjelom
grananja fij. Spektar za pojedinu granu raspada se oznacˇava kao Sij. Kumulativna
emisija iz nuklearnih reaktora je posljedica> 1000 izotopa kc´eri s> 6000 jedinstvenih
β raspada, od kojih je oko 1500 zabranjenih [12]. Procjena stopa raspada Ri ovisi o
poznavanju nuklearnih procesa unutar jezgre reaktora. Vjerojatnost fragmentiranja
jezgre roditelja AZNp na jezgru kc´er
A′
Z′Nd je dana trenutnim doprinosom Y
i
pd. Vec´ina
ovih fisijskih kc´eri je nestabilna te c´e se nastaviti raspadati dok ne postignu stabilno
izotopsko stanje. Vjerojatnost da je pojedini izotop A
′
Z′Ni proizveden putem lanca β
raspada bilo koje pocˇetne fisijske kc´eri je tzv. kumulativni doprinos Y cpi. U prosjeku,
da bi postigle stabilnost, kc´eri izotopi prod¯u 6 β raspada. Za kratkoživuc´e izotope,
stopa raspadaRi je približno jednaka fisijskoj stopiRfp roditelja izotopa p pomnoženoj
kumulativnim doprinosom izotopa i [29]:
Ri '
P∑
p=0
RfpY
c
pi. (4.26)
Dakle, kumulativni spektri su suma spektara pojedinih nuklida otežanih njihovim
kumulativnim fisijskim doprinosima YFi, pomoc´u kojih su u ravnotežnim uvjetima
rada reaktora odred¯ene stope β raspada. Spektar za svaki fragment (Zi, Ai) se sumira
po svim granama raspada, a zatim se mora normalizirati na jedinicu [12]:∫
S(W,Z,A) dW = 1. (4.27)
Kako je vec´ u potpoglavlju 4.6 objašnjeno, korekcije F (Z,W ), L(Z,W ) i C(Z,W )
se ukljucˇuju na razini pojedinih prijelaza.
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(a) 2D (A/Z, doprinos) za izotop 239Pu (b) mapa (Z, A/N, doprinos) za izotop 239Pu
(c) 2D (A/Z, doprinos) za izotop 241Pu (d) mapa (Z, A/N, doprinos) za izotop 241Pu
(e) 2D (A/Z, doprinos) za izotop 235U (f) mapa (Z, A/N, doprinos) za izotop 235U
(g) 2D (A/Z, doprinos) za izotop 238U (h) mapa (Z, A/N, doprinos) za izotop 238U
Slika 4.9: Distribucije kumulativnih doprinosa za 239,241Pu i 235,238U preuzete s [28]
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Na slikama 4.10a i 4.10b su prikazani elektronski i antineutrinski kumulativni
spektri izotopa 239Pu. Analogni rezultati za izotope 241Pu, 235U i 238U su na slikama
B.1a - B.1f. U usporedbi s pripadnim spektrima pojedinih prijelaza, razlike izmed¯u
kumulativnih spektara elektrona i antineutrina su puno manje. Naime, dok se kod
spektra antineutrina pojedinog prijelaza uocˇava oštra stepenica, ti diskontinuiteti se
uslijed doprinosa brojnih β raspada izglade i postaju neprimjetni u krajnjoj tocˇki. Za
sva 4 fisijska izotopa vrijede ista opažanja i komentari jer su im spektri vrlo slicˇni.
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Eβ [MeV]
0,001
0,01
0,1
1
10
N
 (E
β)
GT spektar
GT + FF spektar
eksp. (Feilitzsch et al.)
239Pu
(a) Kumulativni β spektar izotopa 239Pu
0 1 2 3 4 5 6 7 8
E
ν
_
 [MeV]
0,001
0,01
0,1
1
10
N
 (E
ν_ )
GT spektar
GT + FF spektar
eksp. (Feilitzsch et al.)
eksp. (Hahn et al.)
eksp. (Huber)
eksp. (Mueller et al.)
239Pu
(b) Kumulativni ν spektar izotopa 239Pu
Slika 4.10: Kumulativni spektri sa i bez zabranjenih prijelaza za izotop 239Pu
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Izracˇunati kumulativni spektri elektrona i antineutrina su za sve fisijske izotope
uspored¯eni s dostupnim eksperimentalnim mjerenjima. Inverzni β raspad slobodnog
protona se koristi za detekciju antineutrina, a energijski prag za taj proces iznosi
1.804 MeV što objašnjava zašto na nijednom grafu nema eksperimentalnih podataka
ispod te vrijednosti. Može se uocˇiti i da je u svim slucˇajevima odstupanje spektra sve
vec´e prema višim energijama. Glavni razlog za toliko odstupanje leži u cˇinjenici da
model lošije opisuje neparne jezgre što pak utjecˇe na dva nacˇina:
1) direktno – na višim energijama je opc´enito vec´i doprinos neparnih jezgara kako
je objašnjeno i potkrijepljeno tablicama u potpoglavlju 4.7.1,
2) posredno – na višim energijama je svega par jezgara odgovorno za cˇitav spektar,
što znacˇi da je puno osjetljiviji na grešku jer jako ovisi o tipu tih jezgara (na
nižim energijama su doprinosi raspored¯eniji, pa se greške uprosjecˇe).
Unatocˇ tome, korišteni model objašnjava razliku izmed¯u eksperimenta i teorije.
Slika 4.11: Usporedba teorijskih i eksperimentalnih antineutrinskih spektara
Slika 4.11 je preuzeta iz cˇlanka [29], a prikazuje ukupni izracˇunati antineutrinski
spektar sa relativnim stopama fisije 0.584, 0.076, 0.29, 0.05 redom za fisijske izotope
235U, 238U, 239Pu, 241Pu pri cˇemu su pojedinacˇni kumulativni spektri otežani udarnim
presjekom inverznog β raspada kako bi cˇim bolje odgovarali spektrima dobivenim
eksperimentima. Na energijama 5 − 7 MeV se može uocˇiti tzv. spektralni bump koji
nije predvid¯en Huberovim, Muellerovim ni Fallotinim modelom, ali jest nedavnim
mjerenjima (Daya Bay, RENO, Double CHOOZ) koja su baš u tom podrucˇju ustanovila
povec´anje spektra ∼ 10%. Pritom 42% doprinosa dolazi od samo 8 prvo-zabranjenih
raspada: 96,97Y, 92,93Rb, 142,140Cs, 100Nb i 95Sr. Svaka od ostalih > 1000 grana najviše
doprinosi 2% [29]. Namec´e se zakljucˇak da jedino moguc´e objašnjenje mora u obzir
uzimati efekt prvo-zabranjenih prijelaza. Nadalje, anomalija reaktorskih antineutrina
se vidi kao odstupanje izmjerenih spektara od ocˇekivanja Huberovog modela.
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S obzirom da je iz grafova samih kumulativnih spektara sa i bez prvo-zabranjenih
prijelaza teško procijeniti njihov utjecaj, na slikama 4.12 - 4.15 su uz elektronske i
antineutrinske spektre prikazani i njihovi pripadni omjeri. Može se uocˇiti da je na
energijama 5− 7 MeV odstupanje spektra s ukljucˇenim prvo-zabranjenim prijelazima
najvec´e te da iznosi oko 3% (za spektar elektrona je pozitivno, a za antineutrine
negativno). Anomalija i spektralni bump na slici 4.11 se podudaraju s tim opisom.
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Slika 4.12: Omjeri kumulativnog β i ν spektra sa i bez zabranjenih prijelaza za 239Pu
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Slika 4.13: Omjeri kumulativnog β i ν spektra sa i bez zabranjenih prijelaza za 241Pu
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Slika 4.14: Omjeri kumulativnog β i ν spektra sa i bez zabranjenih prijelaza za 235U
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Slika 4.15: Omjeri kumulativnog β i ν spektra sa i bez zabranjenih prijelaza za 238U
Dakle, iz slika 4.12 - 4.15 se uvid¯a važnost pravilnog tretiranja prvo-zabranjenih
prijelaza u analizi kumulativnih spektara jer to za posljedicu ima dovod¯enje u pitanje
postojanja anomalije reaktorskih antineutrina. Pokazalo se da valjano uvažavanje
prvo-zabranjenih raspada smanjuje broj ocˇekivanih antineutrina na razinu onog što
je izmjereno, odnosno: anomalija izostaje – što je kljucˇni rezultat ovog rada. Ujedno
se utjecˇe i na bump na 5− 7 MeV gdje prvo-zabranjeni raspadi najviše doprinose.
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4.7.1 Vodec´i doprinosi kumulativnim spektrima
Uz netom izložen utjecaj prvo-zabranjenih prijelaza na kumulativne spektre, kao
drugi glavni rezultat ovog rada se mogu istaknuti vodec´i doprinosi kumulativnim
spektrima. Iako je svaki kumulativni spektar posljedica beta raspada više od 1000
fisijskih produkata, energijskim podrucˇjem najrelevantnijim za neutrinske oscilacije
i anomaliju reaktorskih antinutrina dominira manje od 20 jezgara. S obzirom na
na danu kompleksnost cjelokupnog racˇuna i ogroman broj nuklida koji doprinose,
zapravo je izvanredan ishod da ipak samo “šaka” jezgara znacˇajno utjecˇe na spektar,
pogotovo na višim energijama [27].
Na slikama 4.16 i 4.17 su prikazani kumulativni spektri elektrona i antineutrina
za izotop 239Pu te individualni spektri 10 vodec´ih doprinosa. Paralelno su prikazani
ekvivalentni grafovi: jedni koji ukljucˇuju prvo-zabranjene prijelazi, a drugi su samo
s Gamow-Tellerovim prijelazima. Takod¯er, prikazani grafovi se odnose na razlicˇite
energije: 2.0, 3.5, 5.5 i 13.0 MeV. Ekvivalentni grafovi kumulativnih spektara i 10
pripadnih vodec´ih doprinosa za ostale izotope 241Pu, 235U i 235U su dani u dodatku
na slikama B.2 - B.7.
Za pocˇetak se valja osvrnuti na usporedbu ukupnog spektra i spektra doprinosa
razlicˇitih fisijskih izotopa. Ocˇekivano su se na istim energijama i za isti tip spektra
(elektronski ili antineutrinski) dobili med¯usobno vrlo slicˇni rezultati za sve fisijske
izotope. Iz tih slika se takod¯er lijepo može uocˇiti razlika izmed¯u spektra pojedine
jezgre koji je objašnjen u potpoglavlju 4.6 i kumulativnog spektra. Naime, na razini
pojedine jezgre dosta su velike razlike izmed¯u oblika elektronskog i antineutrinskog
spektra: efekt kulonske korekcije se ogleda na niskoenergijskom dijelu elektronskog
spektra, zbog cˇega spektar ne pocˇinje u ishodištu vec´ s konacˇnom vrijednošc´u, što se u
antineutrinskom spektru reflektira oštrim diskontinuitetom na maksimalnoj energiji.
Razlike na razini kumulativnih spektara elektrona i antineutrina su znatno manje jer
zbrajanjem mnogobrojnih individualnih doprinosa dolazi do usrednjavanja konacˇne
vrijednosti antineutrinskog spektra, što se pogotovo manifestira na energijama od
interesa za reaktorsku anomaliju gdje je spektar potpuno gladak. Oscilacijski oblik
se zadržao jedino na energijama ispod 1 MeV uslijed nedostatnog broja doprinosa
razlicˇitih grana.
Generalnom usporedbom grafova s dozvoljenim prijelazima i onih s ukljucˇenim
prvo-zabranjenim prijelazima na istoj energiji te za isti tip spektra (elektronski ili
antineutrinski), može se uocˇiti da u slucˇajevima s dozvoljenim i prvo-zabranjenim
prijelazima dominiraju individualni spektri viših Q vrijednosti. Takav ishod ne cˇudi
buduc´i da su i pripadni kumulativni spektri koji sadrže obje vrste prijelaza pomaknuti
prema višim energijama.
Uspored¯ujuc´i pak spektre na razlicˇitim energijama, može se uocˇiti da su na nižim
energijama spektri pojedinacˇnih doprinosa poprilicˇno grupirani, odnosno da se dosta
preklapaju, dok prema višim energijama dolazi do sve vec´eg “razilaženja” što ukazuje
da spektrom izražno dominira sve manji broj doprinosa.
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Pomna analiza vodec´ih doprinosa pojedinim fisijskim izotopima ovisno o energiji
i prvo-zabranjenim prijelazima se najbolje može prikazati tablicˇno kako slijedi.
239Pu 241Pu 235U 238U
MeV β ν β ν β ν β ν
2.0 7/10 8/10 8/10 9/10 9/10 7/10 8/10 7/10
3.5 1/10 2/10 1/10 4/10 2/10 7/10 3/10 8/10
5.5 0/10 0/10 0/10 0/10 2/10 1/10 0/10 0/10
13.0 — — — — — — — —
Tablica 4.4: Podudarnost vodec´ih doprinosa izmed¯u kumulativnog spektra sa i bez
zabranjenih prijelaza na energijama 2.0, 3.5, 5.5 i 13.0 MeV
U tablici 4.4 su prikazane podudarnosti vodec´ih doprinosa kumulativnih spektara
s ukljucˇenim prvo-zabranjenim prijelazima i bez njih za svaku od navedenih energija,
odvojeno za elektrone i antineutrine svakog fisijskog izotopa. Može se uocˇiti da su
na niskim energijama podudarnosti doprinosa izmed¯u spektara vec´e (7 − 9/10), a
s porastom energije da drasticˇno opadaju. Štoviše, na energiji od 13 MeV ne postoji
kumulativni spektar samo sa dozvoljenim prijelazima tako da se niti ne može govoriti
o podudarnosti. Na energiji od 5.5 MeV kumulativni spektar bez prvo-zabranjenih
prijelaza još postoji, ali med¯u vodec´ih 10 doprinosa nema podudaranja kod izotopa
239Pu, 241Pu i 238U. Jedino se za 235U podudaraju 2 doprinosa kod elektronskog i 1
kod antineutrinskog. Objašnjenje leži u pratec´em porastu prvo-zabranjenih raspada.
239Pu 241Pu 235U 238U
MeV GT + FF GT GT + FF GT GT + FF GT GT + FF GT
2.0 5/10 5/10 6/10 4/10 3/10 3/10 4/10 3/10
3.5 8/10 5/10 8/10 5/10 6/10 5/10 5/10 6/10
5.5 9/10 6/10 9/10 7/10 7/10 8/10 8/10 7/10
13.0 10/10 — 9/10 — 10/10 — 9/10 —
Tablica 4.5: Podudarnost vodec´ih doprinosa izmed¯u β i ν kumulativnog spektra na
energijama 2.0, 3.5, 5.5 i 13.0 MeV
U tablici 4.5 su prikazane podudarnosti vodec´ih doprinosa kumulativnih spektara
elektrona i antineutrina za svaku od navedenih energija, odvojeno za slucˇajeve sa i
bez ukljucˇenih prvo-zabranjenih prijelaza svakog fisijskog izotopa. Može se uocˇiti da
su s porastom energije podudarnosti doprinosa izmed¯u spektara vec´e što ukazuje da
je više zajednicˇkih nuklida koji dominiraju elektronskim i antineutrinskim spektrom.
Na energiji 5.5 MeV podudarnosti su u rangu 6−9/10, dok na 13 MeV iznose 9−10/10.
To znacˇi da na višim energijama prakticˇno par jezgara daje cˇitav spektar. Primjerice,
kod 235U se na 5.5 MeV isticˇe doprinos 86Ge i kod spektra elektrona i antineutrina i to
u oba slucˇaja (sa i bez ukljucˇenih prvo-zabranjenih raspada).
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2.0 MeV 3.5 MeV 5.5 MeV 13.0 MeV
GT + FF GT GT + FF GT GT + FF GT GT + FF GT
100Zr 100Zr 135Te 96Sr 138I 91Br 85Zn —
137Xe 138Xe 137I 135Te 137I 94Kr 84Zn —
139Cs 137Xe 138Xe 97Sr 136Te 89Se 82Cu —
138Xe 136I 140Xe 91Kr 135Te 86As 80Cu —
138Cs 139Cs 137Xe 93Rb 134Sb 87As 78Ni —
97Y 99Zr 136I 94Rb 139I 90Se 76Co —
96Y 97Y 139Xe 99Y 140Xe 92Br 81Cu —
99Zr 96Y 140Cs 137I 141Xe 93Br 79Ni —
140Cs 140Cs 139Cs 90Kr 136I 96Kr 83Cu —
95Sr 95Sr 141Cs 92Kr 137Te 95Kr 80Ni —
101Zr 139Xe 96Sr 95Sr 139Xe 88Se 77Co —
Zastupljenost pojedine jezgre u seriji: 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3 x
Tablica 4.6: Zajednicˇkih 11 vodec´ih doprinosa kumulativnim β i ν spektrima sa i bez
zabranjenih prijelaza na energijama 2.0, 3.5, 5.5 i 13.0 MeV
U tablici 4.6 su prikazani zajednicˇki vodec´i doprinosi kumulativnim spektrima
elektrona i antineutrina skupa za sve fisijske izotope, za svaku od navedenih energija,
odvojeno za slucˇajeve sa i bez ukljucˇenih prvo-zabranjenih prijelaza. Dakle, za svaku
energiju se gledala zastupljenost pojedine jezgre u seriji sacˇinjenoj od 8 spektara, po
2 (elektronski i antineutrinski) za svaki od 4 fisijska izotopa (239Pu, 241Pu, 235U, 238U).
Ponavljaju se prethodna opažanja da su vec´e podudarnosti doprinosa:
• kod spektara na vec´im energijama,
• kod spektara s ukljucˇenim prvo-zabranjenim prijelazima.
Vodec´i doprinosi su grupirani oko dva vrha 94Sr i 140Xe, kako je i bilo ocˇekivano
prema slici 4.9. Za integral signala izmjerenog u antineutrinskim eksperimentima je
ustanovljeno da postoji ovisnost o masenom i protonskom broju fisijskog sustava. K
tome, opaženo je da ∼ 70% signala proizlazi iz grupe lakih fisijskih fragmenata i oko
50% iz raspada nuklida neparnog Z i neparnog N [27].
Konkrentnije, najvažniji doprinos na energiji od 2.0 MeV je 100Zr, na energijama
3.5 i 5.5 MeV su to izotopi Te, I, Sr i Kr, dok je cˇak 5 jezgara zajednicˇko svim spektrima
na energiji 13.0 MeV: 84,85Zn, 80,82Cu i 78Ni. Na višim energijama se uglavnom radi o
neparnim jezgrama za koje model radi lošije od parno-parnih jezgara. Takav ishod
se slaže i s prethodno ustanovljenim odstupanjem izracˇunatih kumulativnih spektara
od razlicˇitih eksperimentalnih mjerenja na visokim energijama (slike 4.10 i B.1).
Upravo u tome leži važnost ovih rezultata jer ukazuju na to koje jezgre bi trebale
biti prioritet za buduc´a eksperimentalna mjerenja, a ujedno ukazuju i na važnost
poboljšanja teorijskog opisa neparnih jezgara.
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5 Zakljucˇak
U sklopu ovog rada, spektar antineutrina iz nuklearnih reaktora se odred¯uje ab
initio racˇunom, tj. pocˇevši iz prvih principa. Za osnovna stanja sfernih jezgara je
primjenjen RHB model s interakcijom D3C* ovisnom o gustoc´i nuklearnog medija te
impulsu, što je proširena verzija DD-ME1 interakcije. Vremena poluživota β raspada
slijede iz PN-RQRPA. Sparivanje pp i T = 1 je preuzeto iz D1S Gogny interakcije
konacˇnog dosega, dok se kanal T = 0 opisuje zbrojem dviju Gaussovih funkcija, kao
u nerelativisticˇkoj QRPA. Slobodni parametri se prilagod¯avaju na ocˇekivana svojstva
nuklearne tvari i eksperimentalnim podacima o osnovnom stanju konacˇnih jezgara.
U ravnotežnim uvjetima rada nuklearnih reaktora, kumulativni spektri elektrona
i antineutrina za dani fisijski izotop se racˇunaju kao suma velikog broja spektara
pojedinih jezgara na koje se raspadaju nestabilni fisijski fragmenti. Pritom se spektri
moraju otežati odgovarajuc´im kumulativnim doprinosima. U prosjeku se fisijske kc´eri
raspadaju 6 puta dok postignu stabilno izotopsko stanje, a ono može nastati putem
razlicˇitih β lanaca. Spektri se normaliziraju Simpsonovim kompozitnim pravilom.
Spektri jezgara se vec´inom sastoje od više prijelaza cˇiji se osnovni spektri množe
korekcijama F (Z,W ), L(Z,W ) i C(Z,W ). Najznacˇajnija je korekcija kulonskog polja
F (Z,W ) koja maksimum β spektra jezgre smanji i pomakne prema nižim energijama.
Preostale korekcije ga povec´aju iznad osnovnog i još malo pomaknu u istom smjeru.
Ukupno je > 1000 izotopa kc´eri s > 6000 jedinstvenih β prijelaza, od kojih je oko
1500 zabranjenih. Razliku izmed¯u spektra dozvoljenog (GT) i prvo-zabranjenih (FF)
prijelaza uzrokuje faktor oblika C(W ). Oblik 0− je sukladan GT prijelazu, 1− ima viši
maksimum pomaknut prema vec´im energijama, a 2− niži maksimum i šire krakove.
FF prijelazi smanjuju maksimum te na višim energijama povec´aju β spektar jezgre.
Zato i kumulativni spektri s FF prijelazima na višim energijama pokazuju dosta vec´e
vrijednosti, pa se puno bolje slažu s eksperimentom od spektra samo s GT prijelazima.
Efekt FF prijelaza na kumulativne spektre se tocˇnije može procijeniti iz omjera
spektra sa i bez FF prijelaza. Kod svih fisijskih izotopa se na energiji 5 − 7 MeV vidi
najvec´e odstupanje iznosa ∼ 3%: pozitivno za elektrone, a negativno za antineutrine
upravo kako je opisano reaktorskom anomalijom. Takod¯er, u istom rasponu energija
se opaža i tzv. spektralni bump velicˇine ∼ 10% kojem gotovo pola doprinosa cˇine FF
prijelazi. Na osnovu toga se kao glavni rezultat isticˇe pravilno tretiranje FF prijelaza.
Drugi kljucˇni rezultat su vodec´i doprinosi kojih na tim energijama od interesa za
neutrinske oscilacije ima< 20. Kumulativnim spektrom s porastom energije dominira
svega nekoliko jezgara i to mahom neparnih što za posljedicu ima vec´e odstupanje
od eksperimenta. Uz to što model lošije opisuje neparne jezgre, nema uprosjecˇavanja
pogreške s parnim jezgrama. Doprinosi se ocˇekivano grupiraju oko 94Sr i 140Xe.
Zakljucˇno – korišteni model dovoljno dobro predvid¯a spektre te se sa sigurnošc´u
može konstatirati da su FF prijelazi neizostavni cˇimbenik. No, potrebno je poboljšati
teorijski opis neparnih jezgara i u eksperimentima se usmjeriti na vodec´e doprinose.
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Dodaci
Dodatak A Stacionarne jednadžbe gibanja
RMF teorija odgovara aproksimaciji srednjeg polja, a koja je najniži red kvantne
teorije polja. Pretpostavka je da se operatori mezonskih polja mogu zamijeniti svojim
ocˇekivanim vrijednostima u osnovnom stanju, prilikom cˇega se zanemaruju kvantne
fluktuacije mezonskih polja što de facto rezultira ponašanjem klasicˇnih polja. Time se
problem više tijela reducirao na sliku neovisnih nukleona u samosuglasnim poljima.
Buduc´i da su nukleoni po svojoj prirodi fermioni, jezgra se opisuje Slaterovom
determinantom Φ koja sadržava A jednocˇesticˇnih spinora ψi. Izvori mezonskih polja
〈ψ¯Γφψ〉 su odred¯eni nuklearnim gustoc´ama i izvorima, a racˇunaju se sumiranjem po
svim spinorima Slaterove determinante nukleona, odnosno popunjenim orbitalama
Fermijevog mora stanja pozitivne energije. Primjenjena je tzv. no-sea aproksimacija.
U potpuno relativisticˇkom duhu, u sumu bi se trebalo ukljucˇiti i Diracovo more stanja
negativne energije. Med¯utim, to bi rezultiralo divergirajuc´im cˇlanovima, koji se mogu
otkloniti pravilnom renormalizacijom, ali je sama realizacija vrlo komplicirana jer se
odgovarajuc´e jednadžbe mogu riješiti samo numericˇki (analiticˇko rješenje je moguc´e
za beskonacˇnu nuklearnu materiju). Naime, dodavanje polarizacije vakuuma u racˇun
zahtijeva novu prilagodbu parametara efektivnog lagranžijana na eksperimentalne
podatke. U krajnjoj liniji, dobiju se približno isti rezultati kao u slucˇaju zanemarene
polarizacije vakuuma što opravdava korištenje no-sea aproksimacije.
Kako se iz teorije klasicˇne mehanike vec´ zna, lagranžijan je funkcija koja sadržava
svu fizikalnu informaciju o sustavu i silama koje na njega djeluju. Na njemu se temelji
funkcional djelovanja (akcije) pomoc´u kojeg Hamiltonov princip odred¯uje dinamiku
sustava – cˇestica bira trajektoriju stacionarne akcije, tj. varijacija djelovanja išcˇezava:
δ
∫
L(qi, ∂µqi) d4x = 0, (A.1)
što za svaku generaliziranu koordinatu rezultira Euler-Lagrangeovom jednadžbom:
∂µ
(
∂L
∂(∂µqi)
)
− ∂L
∂qi
= 0. (A.2)
U slucˇaju relativisticˇke gustoc´e lagranžijana, polja postaju generalizirane koordinate.
Ovisno o kojem polju se radi, dobivene jednadžbe su poznate pod vlastitim nazivima:
qi = ψ
}
=⇒ Diracova jednadžba
qi = σ
}
=⇒ Klein-Gordonova (u užem smislu)
qi = ωµ
qi = ~ρµ
}
=⇒ Procine jednadžbe
qi = Aµ
}
=⇒ Poissonova jednadžba

=⇒ Klein-Gordonove jednadžbe
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Varijacijom lagražijana po ψ¯ se dobije vremenski ovisna Diracova jednadžba:[
γµ
(
i∂µ −
(
gωωµ + gρ~τ~ρµ + eAµ
1− τ3
2
)
︸ ︷︷ ︸
Σµ
−ΣRµ
)
−
(
m+ gσσ︸︷︷︸
Σσ︸ ︷︷ ︸
meff
)]
ψ = 0. (A.3)
Nukleonska jednocˇesticˇna stanja ne miješaju izospin, a iz relacije ocˇuvanja naboja:
Q = ~τ3 +
A
2
, (A.4)
slijedi da doprinosi jedino trec´a, neutralna komponenta ρ mezona. Kako je oznacˇeno,
cˇlanovi koji pripadaju mezonima su grupirani u skalarno Σσ i vektorsko Σµ polje.
Ovisnost konstati vezanja o nuklearnom mediju predstavlja tzv. rearrangement cˇlan:
ΣRµ =
jµ
ρv
(
∂gσ
∂ρv
ψ¯ψσ +
∂gω
∂ρv
ψ¯γνψων +
∂gρ
∂ρv
ψ¯γν~τψ · ~ρν
)
. (A.5)
Ti cˇlanovi su od presudne važnosti za ocˇuvanje energije i impulsa te termodinamicˇku
konzistentnost modela (tlak dobiven preko termodinacˇke definicije mora biti jednak
onom dobivenom iz tenzora energije i impulsa). Varijacijom lagražijana se pojavljuju
efekti retardacije (zbog vremena potrebnog za propagaciju polja) u vidu cˇlanova ∂2t φ.
Zanemaruju se na racˇun velikih masa mezona koje vode na kratki doseg interakcije,
cˇime se postiže tzv. stacionarna aproksimacija. Oblik Klein-Gordonovih jednadžbi je:
[
∂µ∂µ︸︷︷︸

+m2φ
]
φ = ±
〈
ψ¯Γφψ
〉 
+ vektorska polja
− skalarna polja
0 fotonsko polje
, (A.6)
gdje je  d’Alembertov operator (poopc´enje laplasijana na prostor Minkowskog), a
skalarna, vektorska, izovektorska i gustoc´a naboja djeluju kao izvori mezonskih polja:
〈ψ¯Γφψ〉 =
A∑
i=1
ψ¯iΓφψi. (A.7)
Uvrštavanjem pripadnih izraza za izvore mezonskih polja iz jednadžbe (2.9) slijedi:
(+m2σ)σ = −gσ〈ψ¯ψ〉, (A.8)
(+m2ω)ωµ = gω〈ψ¯γµψ〉, (A.9)
(+m2ρ)~ρµ = gρ〈ψ¯γµ~τψ〉, (A.10)
Aµ = e2〈ψ¯γµ 1−τ3
2
ψ〉. (A.11)
Skup jednadžbi (A.3) i (A.8)-(A.11) se rješava samosuglasno tako da se za odabrane
pocˇetne vrijednosti polja iz Klein-Gordonovih jednadžbi riješi Diracova, pomoc´u cˇega
se odred¯uju nove vrijednosti mezonskih i elektromagnetskog polja. Iteracija se odvija
sve dokle se ne postigne željena razina konvergencije. Taj skup jednadžbi predstavlja
konzistentan opis jezgre. U vremenski ovisnom slucˇaju bi to rezultiralo nelinearnom
propagacijom spinora, dok se u staticˇkom reducira na nelinearni problem svojstvenih
vrijednosti – standardni zadatak kvantne fizike, cˇije rješenje je osnovno stanje jezgre.
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Spinori su svojstveni vektori, a jednocˇesticˇne energije svojstvene vrijednosti:{
α
[− i∇−Σ(r)]+ βmeff(r) + Σ(r) + ΣR(r)}ψi(r) = iψi(r), (A.12)
gdje je Σ(r) prostorna, a Σ(r) svjetlosna komponenta vektora vlastite energije. Opet
se ΣR odnosi na rearrangement cˇlanove, dok je efektivna masa nukleona:
meff(r) = m+ Σσ = m+ gσσ(r). (A.13)
U svrhu pojednostavljenja se koristi svojstvo da parno-parne jezgre u osnovnom
stanju imaju dobar paritet te ostaju invarijantne na vremensku inverziju. Posljedicˇno,
išcˇezavaju struje te pripadne prostorne komponente vektorskih potencijala, a ostaju
samo njihove vremenske komponente, pa se za konacˇnu Diracovu jednadžbu dobije:[− iα∇+ βmeff(r) + Σ(r) + ΣR(r)]ψi(r) = iψi(r). (A.14)
Uzevši u obzir pojednostavljenje, skup Klein-Gordonovih jednadžbi postaje:
(−∆ +m2σ)σ(r) = −gσρs(r), (A.15)
(−∆ +m2ω)ω0(r) = gωρv(r), (A.16)
(−∆ +m2ρ)ρ03(r) = gρρI(r), (A.17)
−∆A0(r) = eρp(r). (A.18)
Klein-Gordonove jednadžbe se mogu riješiti analiticˇki pomoc´u Greenovih funkcija:
σ(r) = −
∫
d3r′Dσ(r, r′)ρs(r′)gσ(ρs(r′)) skalarno polje, (A.19)
ω0(r) = −
∫
d3r′Dω(r, r′)ρv(r′)gω(ρv(r′)) vektorsko polje, (A.20)
ρ03(r) = −
∫
d3r′Dρ(r, r′)ρI(r′)gρ(ρI(r′)) izovektorsko polje, (A.21)
A0(r) = e
∫
d3r′Dγ(r, r′)ρp(r′) elektromagnetsko polje. (A.22)
Propagatori polja mezona φ mase mφ te fotona glase:
Dφ(r, r
′) =
1
4pi
e−mφ|r−r
′|
|r− r′| mezonski propagatori, (A.23)
Dγ(r, r
′) =
1
4pi
1
|r− r′| fotonski propagator. (A.24)
Gustoc´e se racˇunaju iz nukleonskih valnih funkcija u no-sea aproksimaciji:
ρs(r) =
A∑
i=1
ψ†i (r)ψi(r) skalarna gustoc´a, (A.25)
ρv(r) =
A∑
i=1
ψ†i (r)γ
0ψi(r) vektorska gustoc´a, (A.26)
ρI(r) =
A∑
i=1
ψ†i (r)γ
0τ3ψi(r) izovektorska gustoc´a, (A.27)
ρp(r) =
A∑
i=1
ψ†i (r)γ
0 1− τ3
2
ψi(r) elektromagnetska gustoc´a. (A.28)
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Dobivene gustoc´e ulaze kao izvori polja u pripadne Klein-Gordonove jednadžbe, cˇija
rješenja su mezonska polja, a koja zatim ulaze u Diracovu jednadžbu. Procedura se
iterira do konvergencije. Slicˇno kao u kovarijantnoj teoriji funkcionala energije, i sad
ukupna vezana energija slijedi iz integrala komponente T 00 tenzora energije-impulsa:
ERMF =
A∑
i=1
∫
d3r ψ†i
(− iα∇+ βm)ψi + 1
2
∫
d3r
(
gσρsσ + gωω
0ρv + gρρ
0
3ρI
)
. (A.29)
Za sferne jezgre, gustoc´e i polja ovise samo o radijalnoj koordinati r, a nukleonski
spinor o kvantnim brojevima, dok je izospinski dio odvojen u valnu funkciju χt(t):
ψ(r, s, t) =
(
f(r) Ωj,l,m(θ, ϕ, s)
ig(r) Ωj,l˜,m(θ, ϕ, s)
)
χt(t). (A.30)
Angularne i spinske komponente su vezane u ukupni angularni moment j:
Ωj,l,m(θ, ϕ, s) =
∑
ms,ml
〈1
2
mslml
∣∣∣jm〉χms(s)Ylml(θ, ϕ). (A.31)
Orbitalni angularni moment za veliku komponentu spinora je l, a za malu l˜:l = j + 12 , l˜ = j − 12 za pi = (−1)j+
1
2 ,
l = j − 1
2
, l˜ = j + 1
2
za pi = (−1)j− 12 .
(A.32)
Diracova jednadžba se svodi na par obicˇnih vezanih diferencijalnih jednadžbi:[
m∗(r) + Σ(r)
]
f(r) +
(
∂r − κ− 1
r
)
g(r) = f(r), (A.33)
−
(
∂r +
κ+ 1
r
)
f(r)−
[
m∗(r) + Σ(r)
]
g(r) = g(r), (A.34)
pri cˇemu vrijedi:
κ = ±(j + 1
2
) za j = ∓1
2
. (A.35)
Gustoc´e se mogu izraziti pomoc´u nukleonskih radijalnih funkcija fi i gi:
ρs(r) =
∑
i=1
(2ji + 1)[|fi(r)|2 − |gi(r)|2], (A.36)
ρv(r) =
∑
i=1
(2ji + 1)[|fi(r)|2 + |gi(r)|2], (A.37)
ρI(r) =
∑
i=1
ti(2ji + 1)[|fi(r)|2 − |gi(r)|2], (A.38)
ρp(r) =
∑
i=1
(2ji + 1)(1− ti)[|fi(r)|2 − |gi(r)|2], (A.39)
gdje se ti odnosi na tip nukleona:
ti =
 1 za neutrone,−1 za protone. (A.40)
U ovakvoj formulaciji, Klein-Gordonove jednadžbe se mogu pisati kao:(
− ∂
2
∂r2
− 2
r
∂
∂r
+m2φ
)
= gφ
(
ρv(r)
)
φ(r). (A.41)
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Dodatak B Kumulativni spektri za 241Pu, 235U i 238U
te njihovi vodec´i doprinosi
Kumulativni β i ν spektri izotopa 241Pu, 235U i 235U se dobivaju na isti nacˇin kao
i za 239Pu kako je opisano u potpoglavlju 4.7, a što se ujedno odnosi i na dobivanje
njihovih vodec´ih doprinosa cˇiji su spektri prikazani na slikama (B.2 - B.7). Pritom je
provedena podrobna analiza i rasprava rezultata zajednicˇka za sve fisijske izotope.
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(a) Kumulativni β spektar izotopa 241Pu
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(b) Kumulativni ν spektar izotopa 241Pu
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(c) Kumulativni β spektar izotopa 235U
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(d) Kumulativni ν spektar izotopa 235U
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(e) Kumulativni β spektar izotopa 238U
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Slika B.1: Kumulativni spektri sa i bez zabranjenih prijelaza za 241Pu i 235,238U
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sa zabranjenim prijelazima,
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